PROBLEMA 1.
Escribamos la sucesion de los nimeros impares en orden de magnitud: 1, 3, 5, 7, ...
Designemos primero por u, € segundo por u,, €l tercero por u,, €etc.; asi, se establece:

u1:1’ u2:3, u3:5, u4:7,...

Ahora vamos a plantear € problema de hallar una formula que exprese €l nimero impar
u, en términos de su indice n.

SOLUCION.
El primer nimero impar u, puede escribirse en laforma
u=2*1-1, @
El segundo nimero impar u, puede escribirse de laforma
u, =2*2-1, 2
El tercer nimero impar u, puede escribirse de laforma
u, =2*3- 1 3

Un examen cuidadoso de las igualdades (1), (2) y (3) conduce a la hipétesis de que
cualquier nimero impar puede obtenerse multiplicando su indice por 2 y restando 1; es
decir, que para cualquier nimero impar u,,
u, =2n-1. 4)

Probaremos que la formula (4) es vélida generalmente.

Condicion 1. Laiguadad (1) muestra que la formula se cumple paran = 1.

Condicién 2. Supdngase que la formula (4) se cumple para n = k; es decir, que €l k-
€smMo numero impar esta dado por

u, =2k-1.
Demostraremos que, con esta suposicion, la férmula (4) también se ample para €
(k+1)-ésimo nimero impar, es decir, que € (k+1)-ésimo nimero impar debe estar dado
por
U, = 2(k+1) -1 6 en formaequivaente, u,,, =2k + 1.
Para obtener el (k+1)-ésimo nimero impar, solo tiene que sumarse 2 a k-ésimo nimero
impar; asi, u,,, = u, +2. Por hipotesis, u, =2* k — 1. En consecuencia,
Uy =(k=1)+2=2k + 1.
Resultado. u, =2n -1.

PROBLEMA 2.
Calcular la suma de los primeros n nimero impares.

SOLUCION.
Denotemos la suma requerida por S, . Ad,
S =1+3+5+...+(2n-1).

Los problemas de este tipo se pueden resolver usando una férmula probada. Pero nos
interesa resolver el problema sin recurrir a tal formula y aplicando el método de



induccién matematica. Para hacerlo, es necesario establecer primero una hipétesis, es
decir, tratar ssmplemente de adivinar la solucién.

Asignaremos a n los valores sucesivos 1, 2, 3, ... hasta contar con informacién
suficiente para formular una hipotesis plausible. A continuacion, debe probarse esta
hipétesis con € método de la induccién matematica. Se encuentra que

§S=1S5=45S57=92S =16 S =25, S =36.
Ahora todo depende del poder de observacion del estudiante —de su habilidad para

conjeturar una relacion general a partir de los resultados particulares. En los casos
anteriores, se nota inmediatamente que

S=1,85=2%1S7=%,8 =4.
Entonces es justo suponer que, en generd,
S =n’.

Condicion 1 Para n = 1 la suma consiste de un solo término, a saber, € nimero 1.
Paran =1, €l valor delaexpresion n® estambién 1. De agqui que la hipdtesis se cumple
paran=1.

Condicion 2. Supdngase que la hipétesis se cumple para n = k o seaque S = k.
Probemos que, con esta suposicion, la hipdtesis también debe cumplirse para n = k+1,
es decir, que

S = (k+D?2.
En efecto, s en el problema 1, u,,, =2k + 1, entonces:
Sea™ S+ (2k+1).
Pero S = k? + (2k+1) = (k+1)?
Resultado. S, = n®.

PROBLEMA 3.
Hallar el término general de la sucesion de nimeros u, S u, =1y, s paratodo numero

natura k > 1, secumplelarelacion u, = u,_ , + 3.

SOLUCION.
El primer nimero u, puede escribirse en laforma

u=3*1-2 @
El segundo numero impar u, puede escribirse de laforma

u, =3*2-2; 2

Un examen cuidadoso de las iguadades (1) y (2) conduce a la hip6tesis de que
cualquier nimero u, puede obtenerse multiplicando su indice por 3 y restando 2; es
decir, que para cualquier nimero impar u,,,
u,=3n-2 3

Probaremos que la férmula (3) es vadlida generamente.

Condicion 1. Laigualdad (1) muestra que la férmula se cumple paran = 1.

Condicion 2. Supdngase que la férmula (3) se cumple para n = k; es decir, que €l k-
€simo numero impar esta dado por

u, =3K-2.



Demostraremos que, con esta suposicion, la formula (3) también se cumple para el
(k+1)-ésimo numero, es decir:
U, = 3(k+1) -2 6 en formaequivaente, u,,, =3k + 1.
Para obtener u, ,,, sOlotienequesumarse 3 a u, ; asi, u,,, = U, + 3. Por hipotesis, u, =
3k — 2. En consecuencia,
Uy, =(Bk=2)+3 =3k + 1.
Resultado. u, =3n - 2.

PROBLEMA 4.
Hallarlasuma S, =1+2+ 2% + 23+ ..+ 2"%,

SOLUCION 1.
Se encuentra que
§=2-1,5=22-1,S =2°-1
Entonces es justo suponer que, en general,
S =2"-1

Condicion 1. Paran = 1 lahipdtesisse cumple, pues § =2-1.

Condicion 2. Supodngase que la hipotesis se cumple paran = koseaque S, = -1
Probemos que, con esta suposicion, la hipbtesis también debe cumplirse para n = k+1,
es decir, que

S =2-1
En efecto:
S, = S+ Ko+ =X 1=,

Resultado. S, =2"-1.

SOLUCION 2.
Consideremos2 §, - S,.
2§ -S, =2"-1
De donde:
S =2"-1.

Resultado. S, =2"-1.

PROBLEMA 5.
n(n+1

Probar quelasuma S, delos n primeros nimeros naturales es >

SOLUCION.
Este problema difiere de los precedentes en que no es necesario buscar una hipétesis; la
hip6tesis se da. Simplemente debe probarse que es correcta.
S, =1+2+3+4+ ... +n.
Condicion 1. La hipétesis se cumple paran = 1.
Condicion 2. Suponiendo que:



§ =142+ wk= KD,

Probemos que,
k+1)(k+2
5. = ); ).
En efecto:

+(k+D) =

S = S+ (kep) = 22

(k+)(k+2)
Y

Resultado. S, = @

PROBLEMA 6.
Probar que la suma de los cuadrados de los n primeros nimeros naturales es
n(n+1)(2n+1)
5 .
SOLUCION.
Denotemos a la suma de los cuadrados de los n primeros nimeros naturales por S, .
S, =12+22+3%+ 4+ ..+’
Condicion 1. La hipétesis se cumple paran = 1.
Condicion 2. Suponiendo que:

S =12+22+ ., 4k = KKHD@HD
5 ,
Probemos que,
_(k+D)(k+2)(2k+3)
S><+1 - 6 .
En efecto:
S<+1 — S<+ (k+1)2 — (k+1)(k +62)(2k+3) + (k+1)2 — (k+1)(k+2)(22+3)+6(k+])2
_ (k+1)(k+2)(2k+3
5 .
Resultado 31 = W
. 5 .
PROBLEMA 7.
Probar que:

S, =12-2+F -4+ .+ ()= (_1)n_1_n(n2+])

SOLUCION.
Condicion 1. Es obvio que la hipétesis se cumple paran = 1, puesto que (-1)° = 1.
Condicion 2. Suponiendo que:
S =12- 2+ .+ (D= (kD

2
Probemos que,



k(k+D)(k+2)

S =1 =224 L+ ()fNE+ (D) (k+D) 2 = (1) ;

En efecto:
Seu = S+ (DN (k+D)?

=(-1

= k(k2+1) + (1) (k+1)?

= (D [(k+1) - gl (k+1)

k(k+D)(k+2)

= (D

PROBLEMA 8.
Probar que:
n(2n- 1)(2n+1)

12+3+5%+ ... +(2n1)?%= 3

SOLUCION.
Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:

124324 5%+ + (2k-1p = N2 DEk+D

3

Entonces,

12 4324 52+ + (212 + (2ke1)? = KK 1)(2'”])

+(2k+1)? =

(k +1)(2k +1)(2k +3)
. .

PROBLEMA 9.

, 2
én(n+1

§ 2 H°

Probar que la suma de los cubos de los n primeros nimeros naturales es

SOLUCION.
Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:
ék(k+1)¢ u

PB+3F+5+ ... +K=
g 2 H°
Entonces,
ek +)(k+2) ¢

kz(k+])2
P+3P+5+ . +IC+(k+1)° = 27 4 (k+1)3= S AR TM
(k+1) 2 (k+1) g > q



PROBLEMA 10.
Probar que:
Xr‘l+l_1
1+ +XC+ ... +X'= , x11
x-1

SOLUCION.
Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supongase que:
Xk+l - 1
1+ +X+ .. +X= ,
x-1

Entonces,

k+1 k+1 k+1 k+2
143848+ ket =X ol e (XD ]) X -1
x-1 x-1 x-1

PROBLEMA 11.
Probar que:
1%2+ 2¢3+ 34+ .. +n(n+1) = w

SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.

Condicion 2. Supongase que:

12+ 263+ . + k(kt 1) = W,
Entonces,
1*2+2*3+ ... +k(k+1) + (k+1)(k+2) = W + (k+1)(k+2) =
(k+1)(k + 2)(E+1) _ (k+D)(k+2)(k+3) .
3 6
PROBLEMA 12.
Probar que:
1¥2*3+2*3*4 + ... + n(n+1)(n+2) = n(n+ 1) n4+2)(n+3)

SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.

Condicion 2. Supdngase gue:

1*2%3+ 2634 + ... + k(k+1)(k+2) = k(k +1)(k4+2)(k +3) ,
Entonces,
1263+ 234 + .+ k(kt 1)(k+2) + (kt D)kt 2)(kt 3) = KEFDK*F2)(KHS)

4
(k+D)(k+2)(k+3)(k+4)

(k+ 1)(k+2)(k+3) = 2




PROBLEMA 13.

Probar que:

1 1 1 n
+ + ...+ =

1*3  3*5 ' (2n-1)@n+1) 2n+1

SOLUCION.
Condicion 1. Laférmulase cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:

1 1 1 k
+ +...+ = :
1*3 3*5 (2k- D)(2k +1) 2k +1
Entonces,
1 1 1 1 _k 1 _
+ +...+ + = + =
1*3 3*5 (2k-1)(2k+1) (2k+1)(2k+3) 2k+1 (2k+1)(2k+3)
k+1
(2k+3)
PROBLEMA 14.
Probar que:
12 2° n? _ n(n+))
+ +...+ = :
1*3 3*5 (2n- 1)(2n+1) 2(2n+7])
SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:
1? 2 k? _ k(k+)
— + —+ ...+ ,
1*3  3*5 (2k-D(2k+D)  2(2k+1)

Entonces,

r + 2 +...+ K + (k+D° = k(k+1) + (k+D° =
1*3 3*5 (2k- D(2k+1) (2k+1)(2k+3) 2(2k+1) (2k+1)(2k+3
k(2k+3)+2(k+1) _(k+D(k+2)

(k+1)
2(2k +1)(2k + 3 2(2k +3)
PROBLEMA 15.
Probar que:
1 1 1 1 N
+ + + ...+ = .
1*4  4*7 7+10 (31- 2)(3n+1) 3n+1

SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:
1 1 1 1 k
+ + + ...+ = ,
1¥4  4*7  7*10 (3k- 2)(k&+1) 3k+1

Entonces,



1 1 1 1 1 ok
+ + +...+ + = +
1*4 4*7 710 (3k- 2)(3k+1) (3k+1)(Bk+4) 3k+1
1 _ _k+1
(3k+1)(3k+4) (3K +4)’

PROBLEMA 16.
Probar que:
1 1 1 n
+ + ...+ = .
1*5 5*9 (4n- 3)*(4n+1) 4n+1
SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:

1 1 1 _k
1*5 5*9 (4k - 3)*(4k+1) 4k +1
Entonces,
1 1 1 1 _k 1 _
+ + ...+ + = + =
1*5 5*9 (4k - 3)*(4k+1)  (4k+1)(4k+5  4k+1 (4k+1)(4k+5)
k+1
4k +5
PROBLEMA 17.
Probar que:
1 1 1 n
+ +...+ = .
a(a+l) (a+(a+2) (a+n-(a+n) a(a+n)
SOLUCION.

Condicion 1. Laférmula se cumple paran = 1.
Condicion 2. Supdngase que:
1 1 1 k
+ + ...+ = :
a(a+1) (a+h(a+2) (a+k-1(a+k) a(a+k)

Entonces,
1 1 1 1 _k
+ + ...+ + = +
a(a+l) (a+l)(at+2 (a+k-D(a+k) (atk)(a+k+1) a(a+k)
1 _ k+1
(a+k)(a+k+1) a(a+k+1)

PROBLEMA 18.
Probar que para todos los enteros no negativos n (es decir, para n3 0)
v, =2"+1,
dado que:
L V,=2,v,=3
ii. Paratodo nimero natura k, se cumplelarelacion v,,, =3y, - 2y, ;.
SOLUCION.



De lo que se da, resulta evidente que la proposicion se cumple paran =0y paran = 1.
Supdngase que:
V., =2t 41 v =2 +1,
Entonces se concluye que:
Vi, =32+ 1) —2(2¢T+1) =21 + 1,

PROBLEMA 109.
Probar que:
ar'ﬂ-l _ bn+l
u,=—-,
a-b
Si:
a’- b? a*- b’

= = 1p
T

y s paratodo nimero natural k>2, se cumple la siguiente relacion:
u =(@+b) u., =abu,_,.

SOLUCION.
De lo que se da, resulta evidente que la proposicion se cumple paran =1y paran = 2.
Supdngase que:

ak_l+bk_l ak_ bk
U ,=—, U, _, = )
k- 2 a- b k-1 a- b
Entonces:
k_ K k-1 k-1 k+1_ k+L
uk:(a+b)a b-aba +b _a b
a-b a-b a-b
PROBLEMA 20.

Hallar una expresién para la suma:
S, =1F1+2* 21+ ...+ n*nl.
SOLUCION.
S =1*1 =1,
S =1*11 +2*21 = 5,
S, =1*1 +2%2 + 3*3! = 23,
S, =1*¥11 +2*21 + 3*3! + 4*41 = 119,

Examinando estas sumas, se observa que

§=2-1,
S =3-1,
S, =41 -1,
S, =5!-1.
Esto conduce ala hipbtesis
S, =(n+1! -1,

Verifiqguemos esta hipétesis:



Condicion 1. La hipotesis se cumple paran = 1, yaque
S =111 =2 -1
Condicion 2. Suponiendo que:
S =1*1+2* 21+, +k* k! = (k+1)! -1,

demostraremos que
S =+ 2% 21+ L+ k*kI+(K+1)(k+1)! =(k +2)!- 1.
En efecto,
Se =S¢t (k+1)* (k +1)!
=[(k+1)- 1] + (K +1)* (k +1)!
=(k+1)![1+ (k+D]- 1
=(k+1)(k+2)-1
=(k+2)!-1.
PROBLEMA 21.
Probar que para todos |os enteros no negativos se cumple la siguiente identidad:
1 2 4 8 2" 1 2"t

+ ot = + : x11xt-1),
1+x 1+x% 1+x* 1+xX* 7 1+x¥ x-1 1-x¥" (x4 )

SOLUCION.
Condicién 1. Paran = 0 la férmula toma la forma:
1 1 2
= + .
1+x x-1 1- %X
Por lo tanto se ve que la formula se cumple en este caso.
Condicion 2. Suponiendo que:
1 2 4 8 2 1 <1
+ + + et —= +
1+x 1+x% 1+x* 1+x*7 1+x* x-1 1-x

2k+1 ’

Entonces:
1 2 4 8 2k 2k+l B 1 2k+1 2k+1
+ 2 + 4 + 8 Tt ok + okl T 2k+1 P
I+x 1+x° 1+x" 1+X 1+X 1+2 x-1 1-x 1+2
1 2k+2
= + k+2 "
X-1 1+x°
PROBLEMA 22.
Dados los numerosay b, con at by a+b? 1, sean
a+b=m, ab=l, A =m- l—
m-1
A3:m- l I ’ A4:m' —I | y etC,
m- —— m- — 1
m-1 m- —
m-1
esto es, paratodo k>1,
I
Ay =m- X



Probar que
an+1 _ bn+1 _ an _ bn
A = ( )- ( )

(an _ bn)_ (an—l_ bn—l) ' (1)

SOLUCION.

Condicién 1 Primero, demostraremos que la férmula (1) se cumple para n=2. Por
hipdtesis,
~__ab _a’+b’+ab-a-b

(a+b)-1  a+b-1

A=m-——=(a+b)

De acuerdo con laformula (1),
_(@-p’)-(a- b
(a*- b*)- (a- b)
Se observa que a - b es un factor tanto del numerador como del denominador de la
fraccion anterior; entonces se puede reducir la fraccién para obtener
a’+b*+ab-a-b
& atb-1
Condicion 2. Suponiendo que la formula (1) se cumple para n=k, probaremos que
también debe ser verdaderapara n = k+1. Es decir, Si
: (ak+l _ bk+l)(ak _ bk)

= , 2
(ak _ bk )(ak—l _ bk—l) ( )
entonces:
A( _ (ak+2 _ bk+2 )(ak+1 _ bk+1)
+ (ak+l _ bk +1)(ak _ bk)
En efecto,

I, ab
q—-M-— - +b)- —.
A m A(oﬂ (a+Db) A

Aplicando laiguadad (2), se obtiene
abé(ak _ bk)_ (ak-l_ bk-l)H

Ak+1 = (a+ b) - (ak+1 _ bk+1) _ (ak _ bk)

(ak+2 _ bk+2)_ (ak+l_ bk+1)
(ak+l _ bk+1) _ (ak _ bk)

Esto completa la demostracion.

PROBLEMA 23.
Simplificar el polinomio
1- §+x(x- 1) (-] X(x- 1)..(x- n+1) .
il 2! n!
SOLUCION.
Paran=1 setiene
1- 5 =- _X- 1
1 1

Paran=2 setiene



§+x(x- 1 __X- 1+ X X-1) _ (x- D(x- 2
1 2! 1 2 2! '

1-

Para n =3 setiene
§+x(x- ) Xx-(x-2) _ (x- D(x- 2)  X(x- I(x- 2)

R TR 3l 2 6
(x- D(x-2)(x- 3
) 3l
Esto sugiere la hipotesis de que
X x(x 1) ) X(X-1)...(x- n+1)

TR TR n!
_ 0 X(X-1)..(x- k+1)
=(-1 !
(-1’ (x- D(x- 2)...(x- K)

n!
1) Lahipétesis se cumple para n=1.
2) Supongase que

1. X x(x 1) +(- ) X(x-1)..(x- k+1 - (- )" (X- D(x- 2)...(x- k).
1! 2! k! k!
Entonces:
X XD e XD KD L X 1) (X K)
1207 k! (k+1)!
k (X- D(X- 2)...(x- k) k1 X(X- 1)...(X- K)
=Y k! +C (k+1)!
ea (X DX 2.(x- K 6 X0
=C1 k! 8k+1 1H
- (- (x- D(x- 2)...(x- K)(x- k-1
(k+1)!
PROBLEMA 24.

Probar que cualquier nimero entero de rublos mayor que 7 puede pagarse con billetes
de 3y 5rublos, sin requerir vuelto.

SOLUCION.

La proposicion se cumple para 8 rublos. Supdngase que la proposicion se cumple para
algln nimero natural k 3 8 de rublos.

Hay dos posibilidades:

1. Losk rublos se pueden pagar sélo con billetes de 3 rublos, 6

2. Entrelos billetes, hay por 1o menos uno de 5 rublos.

En € primer caso, € nimero de billetes de 3 rublos no puede ser menor que tres, para
k3 8. Deaqui que, para pagar k+ 1 rublos, tres billetes de 3 rublos pueden reemplazarse
por dos billetes de 5 rublos.

En e segundo caso, un billete de 5 rublos puede reemplazarse por dos billetes de 3
rublos para pagar k+ 1 rublos.

PROBLEMA 25.



Probar que la suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos cual esquiera es
divisble entre 9.
SOLUCION.
Lasuma 2 + 2° + 3 es divisible por 9. De aqui que, la proposicién se cumple s el
primero de los tres nimeros consecutivos es € 1.
Supéngase que la suma k®+(k +1)°+ (k+ 2)%es divisible entre 9, siendo k algin
namero natural. Entonces la suma

(k+1°+ (k+2° + k+3)° =g’ + (k +)°+ (k +2)°J+9(k* +3k +3)

es la suma de dos expresiones, cada una de las cuales es divisible por 9. De aqui que, su
suma también es divisible por 9.

PROBLEMA 26.
Probar que para todo nimero entero no negativo n, la suma
A] - 11n+2 +122n+1
esdivisible por 133.
SOLUCION.
1) Laférmulase cumple para n=0.
2) Supongase que laformula se cumple para n =Kk ; es decir, que
A< - 11k+2 +122k+1 .
Esdivisible por 133. Entonces
A<+1 = 11k+3 +122k+3

=11*11%"2 +144* 122+
=11* 1142 +133* 1231 +11* 127+
=11*(11%2 +12%"") +133* 122"
=11A +133*12%*"

PROBLEMA 27.

De entre los 2n nimeros 1, 2, ..., 2n seleccionese a azar n+1 ndmeros. Probar que
entre los nimeros seleccionados existen por lo menos dos nimeros tales que uno de
ellos esdivisible por € otro.

SOLUCION.

Supdngase que de entre los 2n nimeros 1, 2, ..., 2n, donde n3 2,se han encontrado
n+1 ndmeros tales que ninguno de ellos es divisible por cualquier otro. Denotemos este
conjunto de n+1 ndmeros por M, ,. Probemos que, en este caso, seria posible
seleccionar de entre los 2n- 2 nimeros 1, 2, ..., 2n- 2, un conjunto conteniendo n

numeros tales que ninguno de los n nimeros sea divisible por cualquier otro.
Hay cuatro posibilidades:

1) M., no contiene a nimero 2n- 1 ni al nimero 2n.
2) M., contienea 2n- 1 peronoa 2n.
3) M,., contienea 2n peronoa 2n- 1.

4) M _,, contienetanto a 2n- 1 comoa 2n.

n+l



Caso 1. Quitemos un nimero arbitrario del conjunto M ., . Entonces quedan n nimeros
ninguno de los cuaes es mayor que 2n- 2. Ninguno de éstos es divisible por cuaquier
otro.

Caso 2. Quitemos € numero 2n-1 del conjunto M,,,. Nuevamente entre los n
nUmeros restantes, ninguno es mayor que 2n- 2 y ninguno de ellos es divisible por otro
cuaquiera.

Caso 3. Quitemos el nimero 2n del conjunto M ., ; €l resultado es el mismo que en los
casosly 2.

Caso 4. Antes que todo, se observa que € nimero n no puede pertenecer al conjunto
M,.,; en caso contrario, € conjunto M, ,, contendria adoslos nimerosny 2n;y 2n
esdivisble entre n.

Ahora quitemos los dos nimeros 2n- 1y 2n del conjunto M, . Denotemos por M, ;
al conjunto de los n- 1 nimeros que quedan. A continuacion se agrega € nimero n al
conjunto M _,, obteniendo de este modo un conjunto de n nimeros, ninguno de los
cuales es mayor que 2n- 2. Falta demostrar que de estos n nUmeros, ninguno sera
divisible por cualquier otro.

Como el conjunto M ,, no contuvo dos numeros de los cuales uno fuera divisible por e
otro, el conjunto M, tampoco contiene tales numeros. Por lo tanto, solo se debe
demostrar que no existe dos nimeros tales, ain cuando se agrega € numero n al
conjunto M_ ;.

Para hacerlo, basta demostrar

1. Queningin nimeroen M, , esdivisbleporny

n+l

2. Quenno esdivisible por nimero algunoen M_ ;.
La primera proposicion se deduce del hecho de que de los nUmerosen M ,, ninguno es

mayor que 2n- 2. La segunda se deduce del hecho de que 2n no es divisible por
nimero alguno deen M, ,. Asi se hademostrado que si |a proposicion es falsa para los
2(n- 1 ndmeros 1, 2, ..., 2n- 2. De aqui que, si la proposicion es verdadera para los
2(n- ) ndmeros 1, 2, ..., 2n- 2, también debe ser verdadera paralos 2n niumeros 1, 2,
.., 2N,

La proposicion es verdadera para los dos nUmeros 1y 2; de aqui que es verdadera para
todos los conjuntos de 2n nimerosl, 2, ..., 2n, donde n es un nimero natural.

PROBLEMA 28.

Probar que n rectas diferentes que se encuentran en un plano y pasan por un punto en
comun, dividen €l plano en 2n partes.

SOLUCION.

La proposicion es verdadera para €l caso n=1, ya que una recta divide a plano en dos
partes.

Supdngase que k rectas diferentes que pasan por un punto dado dividen a plano en 2k
partes. Entonces s se tiene una (k+1) - ésima recta que también pasa por € punto

dado, éstadividira en dos a dos de las partes originales. De aqui que el plano se dividira
en 2(k +1) partes.



PROBLEMA 29.

Probar que n rectas que se encuentran en un plano dividen €l plano en regiones que
pueden colorearse blanco y negro, en forma gque dos regiones vecinas cualesquiera (0
sea, regiones cuya frontera es un segmento rectilineo comin) tienen colores diferentes.
SOLUCION.

1) Larecta ABdividea plano Pendossemiplanos, By P,. Coloréese B en blancoy
P, en negro, para satisfacer los requisitos del problema. Asi, se ve que la
proposicion es verdaderapara n=1.

2) Supodngase que la proposicion se cumple para n=k y supdngase que se ha
coloreado el plano P de acuerdo con los requisitos del problema. Considérese que
la (k+1)- ésma recta CD divide el plano en dos semiplanos Q, y Q,. Entodo Q
no alteramos el color: sin embargo, en Q, reemplazamos el blanco por el negroy el
negro por € blanco.

Ahorasean O, y O, dos regiones vecinas cualesquiera de la figura después de que
setrazo larecta CD . Existen dos posibilidades para considerar:

a O, vy O, seencuentranen lados opuestos de CD.

b) O y O, seencuentran del mismo lado de CD.

En e primer caso, O, y O, deben haber formado una sola region antes de que se
trazara la recta CD vy, por tanto, tenian € mismo color. Después de que se trazé
CD, aguellaquedd en Q, y mantuvo su coloracion, mientras que la que resulto en
Q, hacambiado su coloracion.

En el segundo caso, antes de que se trazara CD, O, y O, eran parte de dos regiones

vecinas diferentes cuya frontera comin era una de las k rectas originales, en
consecuencia, deben haber tenido colores diferentes. Si después de haber trazado

CD, ambas quedaron en Q,, e color de cada una no cambi6. Si, por otra parte,
ambas quedaron en Q,, se cambio e color de cada una. En cualquiera de los casos,
O, y O, tienen colores diferentes.

PROBLEMA 30.

Probar que n planos que pasan por un punto en comin, sin que tres cualesquiera de ellos

se intercepten en lamismarecta, dividen al espacioen A =n(n- 1)+ 2 partes.

SOLUCION.

1) Un plano divide a espacio endos partes, y A = 2. De aqui que la proposicion se
cumplepara n=1.

2) Supdngase que la proposicion se cumple para n =k, es decir que k planos dividen
al espacioen k(k- 1)+ 2 partes. Probemos que entonces k+1 planos deben dividir
al espacioen k(k+1)+2 partes.

Sea P d (k+1)- ésmo plano. P seinterseca con cada uno de los otros planos en una

rectay todas estas k rectas se intersactan en e punto que es comin a todos los planos.

Aplicando € resultado del problema 28, se ve que € plano P queda dividido en 2k

partes, cada una de las cuales estd encerrada por un angulo plano con su vértice en €

punto comun de interseccion. Los primeros k planos dividen el espacio en varios

angulos poliedros. El plano P divide algunos de estos angulos poliedros en dos partes.
La cara comln a esas dos partes es agquella porcion del plano que esta limitada por las



dos semirrectas alo largo de las cuales P seintersaca con las caras del angulo poliedro
dado, es decir, uno de los 2k éangulos planos en los cuales se divide e plano P. Esto
significa que e nimero de angulos poliedros cortados en dos por €l plano P no puede
ser menor que 2K.

Por otra parte, cada una de las dos partes, en las cuales se divide € plano P como
resultado de su interseccidn con e primer plano, divide asi el angulo poliedro formado
por los primeros k planos en dos partes. Esto significa que € numero de angulos
poliedros cortados en dos por el plano P no puede ser menor que 2K.

Entonces, el plano P divide en 2 partes exactamente a 2k de los angulos poliedros
formados por los primeros k planos. En consecuencia, s k planos dividen el espacio
en k(k- 1)+ 2 partes, entonces k +1 planos dividen el espacio en

[k(k-1) +2] +2k = k(k +1) + 2
partes. De donde se ha probado la proposicion.

PrROBLEMA 31.
Probar la identidad:

n+1
C0Sq c0S2g cos4q...cos2'q = ;TlA

SOLUCION.
1) Laformulase cumple para n=0, yaque

senzZq

cosq =——

2sem
2) Supongase que laformula se cumple para n =k ; esdecir, que
Sen2k+lq
Entonces debe demostrarse que la formula también se cumple para n=k+1. En
efecto,

COS( COS2 COSAq...cos2q =

C0S( COS2q COSAq...cos2%q cosZ*y
_ sen2'g cos2™q
- 2k +1%rq
B sen2k+2q

PROBLEMA 32.
Dadoque A =cosq, A =cos3, Yy que, paratodo nimero natural k> 2,
Ak = 2A<-1CCOSC| - Ak-z;
probar que
A, =cosm .
SOLUCION.
1) Laférmulasecumplepara n=1y n=2.
2) Supdngase que
A, =cosk- 2)q, A_,=cosk-1)q.
Entonces



A =2cogg cos(k - Dq - cos(k- 2)g =coskg.

(Aqui se aplica la identidad 2cosacosb =cos(a+b)+cos(a- b),

a=(k-1g,b=q.)

PROBLEMA 33.
Probar que
n+1
sen——xX
_ 2 nx
senx+ser12x+...+sennx——xsen—.
sen? 2
2
SOLUCION.
1) Laférmulase cumplepara n=1.
2) SupOngase que
k+1
sen——X kx
Senx + sen2x + ...+ senkx = 2x sen—,
sen 2
2
Entonces
senx+ sen2x +... + senkx + sen(k +1) x
senf Ly
- 2 senﬁ+sen(k+1)x
X 2
%n_
2
k+1
+ k+1
= 2 +2sen XCO0S X
X 2
%n_
2
k+2
+
_ )2( 5 k 1X
sen— 2
PROBLEMA 34.
Probar que
2n+1
X
1 _ 2
—+ COSX+ COS2X +...+CoSnX =
2 Zsen5
2
SOLUCION.
1) Laformulase cumplepara n=1, yaque
Sen% %ng+§%n%- )2(9
2x_ x Z- ~ +cosx
2sen— 2sen—

haciendo



2) Supdngase que

2k +1
1 _ 2
—+CcosxX+Ccos2X+...+coskx = —<—
2
Entonces
%+cosx+0052x+...+coskx+ cos(k + 1) x
2k +1
=— 2 +cos(k+1)x
X
2sen—
2
sen2k+1x+23en§cos(k+1)x
Zsen5
2
sen2k+1x+a33en2k+3 i 2k +1 2
— 8 2 I}
Zsen5
2
2k+3
- 2
Zsen5
2
PROBLEMA 35.
Probar que
SeNnX + 2sen2X + ...+ NSennx = (n+1)sennx-_nsen(n+ I)x .
4sen? =
2
SOLUCION.

1) Laformulase cumplepara n=1, yaque



23enx - sen2x

e

2) Supdngase que

Senx -+ 25en2x + ...+ ksenk = (K F ) senkx - ksen(k+1)x’

4sen” —

Entonces
senx +2sen2x+...+ ksenkx + (k +1)sen(k +1) x
_ (k+D)senkx- ksen(k+1)x
= -
2
_(k+Dsenkx- ksen(k +1)x +2(k +1)sen(k +1)x(1- cosx)

+(k+1)sen(k +1)x
4sen” —

X
dsen’ =

_ (k+2)sen(k +Dx+ (k+Dsenkx  2(k +1)cos xsen(k +1)x
4sen? 2 4sen? 2
2 2

_ (k+2)sen(k +1)x+(k +D)senkx (K +1)[ sen(k + 2)x + senkx]

4sen? X asen? X
2 2

_ (k+2)sen(k +1)x- (k+Dsen(k + 2)x

X
dsen® =

PROBLEMA 36.
Probar que
X+ 2C0S2X + ...+ NCOSNX = (n+1)cosnx- nci)(s(n tDx- 1.
2
2

cos

4sen® —

SOLUCION.
1) Laformulase cumplepara n=1, yaque



2C0SX- C0S2X-1 _ 2cosx- 2cos’ X _ cosX(1- cosx)

4sen? X 4sen? % 4sen? 2
2 2 2

2) Supdngase que
(k+2)coskx- kcosk +1)x- 1
2 X 1

4sen” —
2

COSX+ 2c0S2x+ ...+ kcoskx =

Entonces
CoSX+2c0s2X +...+ kcoskx + (k +1)cos(k +1)x
_ (k+1)coskx- kcosk +)x - 1

4senz X
2

+(k +1)cos(k +D) x

_ (k+21)coskx- kcos(k +1)x- 1+ 2(k +1)cos(k +1)x(1- cosx)

dsen”— 4sen? g

_ (k+2)cos(k +D)x+(k+1)coskx 2(k +1)cosxcosk +1)x +1

_ (k+2)cos(k +1)x+(k +1)coskx (k+1) [cos(k +2)x +coskx]| +1
2 X 2 X

_ (k+2)cos(k +)x- (k+1)cos(k +2)x- 1

4sen? X
2

PROBLEMA 37.

Probar que
1 x 1 X 1 x 1 X
—tan—+—2tan—2+...+—ntan—n=—nCOt—n‘ cot X.
2 2 2 2 2 2" 2

SOLUCION.

1) Laformulase cumplepara n=1, yaque

X X

1- tan’= tan®’=
Lot cotx=LeotX- 2 21X
22 X X 22

2tan— 2tan —
2 2

2) Supdngase que
1 x 1 X 1 x 1 X
—tan—+—2tan—2+...+—ktan—k=—kCOt—k- cot X,
2 2 2 2 2" 2 2

Entonces



1._x.1 X 1 x 1 X
Rl Al Sl T
_1 X 1 X

—ZTCOt?' COtX+FtanF

PROBLEMA 38.
Probar que
+
arccot3+arccot5+...+arcccottan(2n+1) = arctan2 +arctang+ +arctann—1- narctanl
n
SOLUCION.
1) Como
tan(arctan2- arctanl) = 2-1.1 ,
1+2 3

se concluye que

1
arctan2 + arctanl =arctan§ =arccot3.

De aqui que laférmula se cumple para n=1.
2) Primero probaremos que

arccot(2k +3) = arctan% - arctanl. Q)
En efecto,
k+2
tan(arctanE - actanl) = K+1 - r
k+1 1+ K*¥2 2k+3
k+1
De aqui que,

+
arctanL =arccot(2k +3) = arctanu - arctanl.
2k +3 k+1

Supdngase que laformula se cumple para n =k ; es decir,
arccot3+arccot5+...+arcccottan(2k +1)

2

3 k+1 .
= arctan2 +arctan§ +..+ arctanT - karctanl

Entonces, probemos ahora que la formula se cumple para n = k+1; es decir que,
arccot3+arccot5+...+arcccottan(2k +3)
©)

3 k+2 .
= arctan2 +arctan—+...+arctan——- (k+1)arctanl
2 k+1

Sumando término a término las igualdades (1) y (2) se obtiene laigualdad (3).



PROBLEMA 39.

Probar que
@+i)" =22 Ros® 4 |senm0.
& 4 45
SOLUCION.
1) Laigualdad se cumplepara n=1, puesto que
P Po

1+i = 22 cos +isen—
& 4@
2) Supdngase que

k
(L+i)* —25§JOSQ+ISGHQ9.
[}
Entonces
k "
(1+i)“*1:258%05Q+isenﬁg*22 Bosl +|senBO
& 4 45 4 45
kg (k+1 k+1)p 6 '
=22 GC s( )p +isen( )p+
e [0}
PROBLEMA 40.
Probar que
A" np np ('5
3-i] =2" cos—- isen—
(\/_ ) 8 6 6 5
SOLUCION.

1) Lafdrmulase cumple para n=1,yaque

. & P P o
- 2 z. =
(J§ ) 8008 5 isen 65
2) Supobngase que

A\ kp kp 6
(\/§ |) =X 8COSF- isen— 5 6
Entonces
(\/é i)k+l =2k g?:os%- isen%%* Zg?:osp |$n%g
:2k+1é Os(k+])p i isen(k +Dp G
6 6 H




PROBLEMA 41.

Probar el siguiente teorema: Si la aplicacion de un numero finito de operaciones
racionales (es decir, adicion, sustraccion, multiplicacion y divisién) a los nameros
complejos X, X,,..., X, conducen la niumero Y , entonces la aplicacion de las mismas

operaciones en el mismo orden de susecion a los complejos conjugados X, X,,..., X,

conduce al nimero Y , que es el conjugado de Y .
SOLUCION.
Primero demostraremos que el teorema se cumple para cada una de las cuatro
operaciones aplicadas simplemente a los dos niUmeros complejos. Sean
X, =a+bi, X, =c+di.
Entonces
X;+X,=(@+c)+(b+d)i=Y,;
X,+ X, =(a-bi)+(c—di)=(a+c)—-(b+d)i=Y.
El teorema puede verificarse exactamente en la misma forma para la substraccion,
multiplicacién y division.
Ahora, sea dada una expresion racional que contiene a los nimeros complejos. Como es
bien sabido, para simplificar una expresién de este tipo basta aplicar sucesivamente las
cuatro operaciones racionales sobre dos complejos, y efectuar dichas operaciones en
determinado orden.
Por ejemplo, sea
V= X X, + XX, .
X, + X, = X,

Para calcular Y, se pueden llevar a cabo las operaciones siguientes en el orden
indicado:

DX, X, =Y,

2)X,X, =Y,

X+ X, =Y,

4)Y3 - Xy =Y,

SY, +Y, =Y,

6)Ys _y
Y

4

Supbngase que el teorema se cumple para todas las expresiones racionales cuya
simplificacion requiere no mas de k aplicaciones de las “operaciones”. Demostraremos
que, en este caso, el teorema también debe cumplirse para expresiones que requieren la
aplicacion de no mas de k+1 aplicaciones de las “operaciones”. Si los numeros
Xy, X5, X, se reemplazan por sus complejos conjugados, los numeros Y, y Y; se

reemplazan por sus complejos conjugados: Y, y \7] y la (k+1)-ésima “operacion”

aplicadaa Y, y Y, dael niimero Y, el complejo conjugado de Y .

PROBLEMA 42.
Probar que para todo nimero natural n,

(cos x +isenx)" = cosnx +isennx.



SOLUCION.
1. Lafdérmula se cumple para n=1.
2. Supongase que
(cos+isenx)* = coskx + isenkx.

“*1 = (cos kx +isenkx)(cos x + isenx) = cos(k +1)x +isen(k +1)X..

Entonces (cos+ isenx)

PROBLEMA 43.
Probar que para todos los nimeros naturales n>1,
1 1 1 13
— >
n+l n+2 2n 24
SOLUCION.

Designemos por S, a la expresion del primer miembro de la desigualdad.

1. S, = é :% , de modo que la desigualdad se cumple para n=2.

2. Supongase que S, >§ para algin nimero k. Probemos que en este caso también

debe tenerse S, > g Se tiene

1 1 1

Sy=—t+——+..+—

k+1 k+2 2k

1 1 1 1 1
S y=——+——+..+—+ +
k+2 k+3 2k 2k+1 2k+2
Restando S, de S, ,, se obtiene
1 1 1

S =S = + - '
2k +1 2k+2 k+1
Es decir,
1
Sk~ S = .
2(k +1)(2k +1)
Para cualquier nimero natural k, la expresion del segundo miembro de la Gltima

igualdad es positiva. De aqui, que S, ,>S,. Pero S, >§; de aqui que también,

13

S, >—.
K704

PROBLEMA 44,
Hallar el error en la siguiente “demostracion”.
PROPOSICION. Para todo nimero natural n se cumple la siguiente desigualdad:
2" >2n+1.

Demostracion.
Supdngase que la desigualdad se cumple para algin numero natural n=k; esto es,
supongase que

2“>2k+1. (1)
Probemos que esto también se cumple para n=k+1; es decir,



2*>2k+D)+1. (2
Para todo niimero natural k, 2 no es menor que 2. Agreguemos 2 al primer miembro de
la desigualdad (1), y agreguemos 2 al segundo miembro. Esto proporciona la
desigualdad
2“+2 > 2k +1+2
O bien,
2" >2(k+1)+1.

Esto prueba la desigualdad.
SOLUCION.
El error estd precisamente en la ultima frase: “Esto prueba la desigualdad”. De hecho,
simplemente se ha demostrado que la desigualdad

2">2n+1
Se cumple para n=k+1, si se cumple para n=Kk. En otras palabras, el error consiste
en probar sélo la condicion 1y no la 2.

PROBLEMA 45

¢Para cuales nimeros naturales n se cumple la desigualdad 2" >2n+17?

SOLUCION.

Facilmente se observa que 3 es el menor nimero natural para el cual se cumple la
desigualdad.

Tomando en consideracion que la validez para n=k implica su validez para n=k +1
(problema 44), se concluye que la desigualdad se cumple para todo nimero natural
n>3.

PROBLEMA 46

¢Para cuéles nimeros naturales n se cumple la desigualdad 2" > n*?
SOLUCION.

La desigualdad se cumple para n=1, ya que 2* >1°.
La desigualdad no se cumple para n=2, ya que 2° =2°.
La desigualdad no se cumple para n=3, ya que 2° <3°.
La desigualdad no se cumple para n=4, ya que 2* =4°.
La desigualdad se cumple para n=5, ya que 2° >5°.
La desigualdad se cumple para n=6, ya que 2° > 6°.
Aparentemente la desigualdad se cumple para n=1 y para todo n>4. Probaremos
esto.
1. Ladesigualdad se cumple para n=5.
2. Supdngase que para algun namero natural k > 4,
2X > k2. (1)
Probemos que
2> (k+1)2 (2)
Se sabe que 2* > 2k +1 para k >4 (problema 45). De aqui que, sumando 2° al primer
miembroy 2k +1 de la desigualdad (1) se obtiene la desigualdad (2).
Resultado. 2" >n® para n=1y paratodo n>4.



PROBLEMA 47
Probar que

(1+a)" >1+na,

Donde a>-1,a=0,n>1.
SOLUCION.

1. Ladesigualdad se cumple para n=2.

2. Supongase que la desigualdad se cumple para un algun ndmero natural n=k ; es

decir,
(1+a)* >1+ka. (1)
Probemos que aqui también se cumple la desigualdad para n =k +1; es decir,
(1+a)* >1+(k+Da.
De acuerdo a la hipotesis original, 1+a>0; por tanto, la multiplicacion de ambos
miembros de la desigualdad (1) por 1+a proporciona la desigualdad valida
(1+a)"" >1+(k+Da+ka’.

Eliminando el término positivo ka® del segundo miembro de la dltima desigualdad, se
obtiene la desigualdad (2).

PROBLEMA 48
Probar que para todo nimero natural n>1,

1011 5
NN RN :
SOLUCION.
1. Laformula se cumple para n=2, ya que
1
1+——>+/2.
V2
2. Suponiendoque
1 1
>\/— 1
TR @

Probaremos que

1 1 1 1

—+—=+..+t—=+—=>Vk+1. 2
NN AR N T @
Para todo k >0, se cumple la desigualdad

ﬁ»/kﬂ—ﬁ. 3)

En efecto, la desigualdad (3), se obtiene a partir de la desigualdad

1+ L>1
\/k+

Multiplicando ambos miembros por vk +1 1-+k . Sumando término a término las
desigualdades (1) y (3), se obtiene la desigualdad (2).

PROBLEMA 49
Probar que para todo nimero natural n>1,

A (2n)!.
n+1 (n!)?




SOLUCION.

1. Ladesigualdad se cumple para n=2, ya que % <6.

2. Supongase que
4" Py (2k)!
k+l (k1)
Donde k > 2. Es facil probar que para k >0
4(k +1) - 2k +)(2k +2) .

k+2 (k +1)?
De aqui que
4% 4k +1) (2! 2k +1)(2k +2)
k+1 k+2 (kD)?  (k+1)?
Es decir,
4 (2k +2)!
k+2 (kD)
PROBLEMA 50
Probar que

2"@"+b") > (a+bh)", (1)
Donde a+b>0,a=b,n>1.

SOLUCION.
1. Para n=2, ladesigualdad (1) toma la forma
2(a’ +b%*) > (a+b)?. (2)
Como a=h, se tiene la desigualdad
(a—b)*>0. (3)

Sumando (a+b)® a cada miembro de la desigualdad (3) se obtiene la desigualdad (2).
Esto prueba que la desigualdad (1) se cumple para n=2.
2. Supongase que la desigualdad (1) se cumple para algin nimero natural n=Kk;
esto es,
2“T@ +b") > (a+b)*.  (4)
Probemos entonces que la desigualdad (1) debe cumplirse para n =k +1; es decir,
ok (ak+l n bk+l) > (a+b)k+1 (5)
Multipliquemos ambos miembros de la desigualdad (4) por a+b. Puesto que por la
hipotesis original, a+b > 0, se obtiene la desigualdad siguiente:
2@ +b)(a+b) > (a+b)*™.
Para probar la desigualdad (5) es suficiente probar que
4@ +bh) > 2@ +b*)(a+b), (7)
Lo cual es equivalente a

a“t +b**"' > a*b+ab*. (8)
La desigualdad (8) puede escribirse en la forma
(@“ -b“)(a-b)>0. 9)

Supdngase que a >b. Entonces, de la hipdtesis de que a >0, se concluye que a > |b| ;
por lo tanto, a* >b*. De donde el primer miembro de la desigualdad (9) es el producto



de dos numeros positivos. Si a < b, entonces por un razonamiento semejante, se ve que

a* <b“. En este caso, el primer miembro de la desigualdad (9) es el producto de dos
numeros negativos. En todo caso se cumple la desigualdad (9).

PROBLEMA 51
Probar que para todo x>0 y para todo namero natural n, se cumple la desigualdad
siguiente:

X" X"E X L+ nl_4+%+in2n+1. @)
X X X
SOLUCION.
1. Para n=1, la desigualdad (1) toma la forma
x+1 >2. (2)
X
Para n =2 desigualdad (1) toma la forma
G +1+i2 >3, 3)
X

Como la desigualdad (2) se cumple para todo x>0, también se cumple si se
reemplaza x por x°, es decir,

X2 +i2 >2.
X
Sumando 1 a ambos miembros de la Ultima desigualdad, se obtiene la desigualdad
3).
2. Supongase que se cumple la desigualdad (1) para n =Kk ; es decir,
xk+x"2+xk4+...+%+%2k+l. (4)

Demostraremos que, entonces, también debe cumplirse la desigualdad (1) para
n=Kk+2; es decir,

- 1 1
XX +xX P+ +—+—+——2k+3. (5
X x

k-2
X
Reemplazando x por x** en la desigualdad (2), se obtiene

1
X ——2>2
X+2

Sumando término a término las desigualdades (4) y (6), se obtiene la desigualdad

).

PROBLEMA 52
Probar que para cualesquiera nimeros positivos a,, a,,...,a,,

e Sa1+az:...+an 1)

SOLUCION.
1. Para n=2, ladesigualdad (1) toma la forma
Zaiazsalzaz. 2)

Para numeros arbitrarios a,,a,, se cumple la desigualdad siguiente:



(g/a—g/a_z)zzo.

De esta desigualdad es facil obtener la desigualdad (2).
2. Supongase que la desigualdad (1) se cumple para n =k y pruébese que entonces
se cumple para n=2k.

2\k/aﬂaz---azk = \/5/3132---ak Vak+lak+2"'a2k

< V%aZ N 'ak Vak+lak+2 N 'a2k

2
B8+t B+, ety
- Kk Kk
2
— a1+a2+"'+a2k
2k

Se puede afirmar que la desigualdad se cumple para todo n = 2°.

Para probar que la desigualdad (1) se cumple para todos los nameros naturales n,
demostraremos que de su validez para n=k se deduce su validez para n=k-1. Sean
a,,a,,...,8,,, nUumeros positivos arbitrarios y y otro numero positivo hasta ahora

indeterminado. Entonces,

Jam,a < a,+a, +..k.+ a ., +y

a+a,+.+a,,
k-1 '

Seleccionese y =

Entonces se obtiene

a+a,+..+a,, a+a,+..+a,
nlaa,..a <

O bien,

B a+a,+..+a,,
Ja,a,..a,_, < K1 :

Ahora sea m un numero natural arbitrario. Si m=2° para algin namero natural s,
entonces la desigualdad (1) se cumple. En otro caso, se puede hallar un nimero natural s
tal que m < 2°. Entonces, se puede aseverar que la desigualdad también se cumple para
n=m.



PROBLEMA 53.

Demuestra que a*" —b?" es divisible por a+b para todo nimero natural n.

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que: a*—b* =(a+b)(a—b)
2. Supongamos que la condicion se cumple para un natural arbitrario n=k. Es decir,

a’ —b? es divisible por a+b.

Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
a2(k+l) _ b2(k+1)

2k+2 2k+2
=a“"-b

— a2ka2 _b2kb2
— a2ka2 _ a2b2k + a2b2k + b2kb2
— aZ (a2k —b2k)+b2k (aZ _b2)
Dado que a* —b* es divisible por a+b y a’—b? es divisible por a+b, resulta que
a’(d _p2tD eg divisible por a+b.

PROBLEMA 54.

Demuestra que a*" " +b*"* es divisible por a+b para todo niimero natural n.

SOLUCION.
1. La condicion se cumple para n=1, dado que: a**+b** =a+b.
2. Supongamos que la condicién se cumple para un natural arbitrario n=k. Es
decir,
a” +b? es divisible por a+b.

Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
a2(k+1)—l +b2(k+1)—l

— a‘2(k—1)+2 _bZ(k—l)+2
— a.2k—1a2 _ a2b2k—1 + a2b2k—1 + b2k—lb2
=32 (aZk—l . bzk—l) +pt (az _ bz)
Dado que a’* —b* es divisible por a+b y a’—b*=(a+b)(a-b) es divisible por

a+b, resulta que a’*™* +b**D* es divisible por a+b.

PROBLEMA 55.

Demuestra que a" —b" es divisible por a—b para todo nimero natural n.



SOLUCION.

1. La condicion se cumple para n=1, dado que: a*+b' =a+b.
2. Supongamos que la condicion se cumple para un natural arbitrario n=k. Es
decir,
a* —b* es divisible por a—b.
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
a.k+1+bk+1

=a‘a-b'b
= a“a—ab* +ab“ —b*b
=a(a" ~b*)+b*(a-b)
Dado que a*—b* es divisible por a—b y a—b es divisible por a—b, resulta que
a“"t +b*** es divisible por a—b.

PROBLEMA 56.

Demuestra que par todo numero natural n
X"y = (X=X XY LAYy UK Y eR

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que: x' —y' =x-y.
2. Supongamos que la condicién se cumple para un natural arbitrario n=k. Es
decir,
X =y = (X=X Xy L xyE Ry

Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
Xk+l gkl

y
=Xx-y"y
= XX =Xy  +xy* —y*y
“x(x =y )+ ¥ ()
:X(X_y)(xkfl+xk72y+m+xyk72+yk,1)+yk(x_y) .
:(X_ )/)(XXK*1 + XXk’2y+...+ xxyk*2 + ka,l)+ yk(x— Y)
= (X = V)X xx 2y xxy T xyE T Y6

=(X=Y)X* + Xy xy Ty

PROBLEMA 57.



Demuestra que si n es un ndmero natural y n>2 y x,X,,..,X, €R, entonces

|X, X oot X | |3 H o+ Xy -

SOLUCION.
1. Lacondicién se cumple para n=2, por la desigualdad del triangulo.
2. Supongamos que la condicion se cumple para un natural arbitrario n=k. Es decir,
|X,+ X oo X | X H X+ X |
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
|X, A+ Xg + e Xy + X

=[(% X, o X )+ Xy

<P+ Xy et X[+ [Xea|
< (] g e 1)+ e

=3 4 X o X | Xt

PROBLEMA 58.

Demuestra que si n* +3n es divisible por 2, para todo n natural.

SOLUCION.

1. La condicion se cumple para n=1, dado que 1° +3=4 es divisible por 2.
2. Supongamos que la condicion se cumple para un natural arbitrario n=k. Es decir,

k®+3k es divisible por 2. (Es decir, k* +3k =2p)
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
(k +1)* +3(k +1)
=k?+2k+1+3k+3
=k?+3k+2k +4
K213k +2(k+2)
=2p+2(k+2)
=2(p+k+2)
Que es divisible por 2.

PROBLEMA 59.

Demuestra que (n+1)(3n+6) es divisible por 6, para todo n natural.

SOLUCION.
1. La condicién se cumple para n=1, dado que (1+1)(3+6) =18 es divisible por

6.



2. Supongamos que la condicién se cumple para un natural arbitrario n=k. Es decir,
(k +1)(3k +6) es divisible por 6. (Es decir, (k+1)(3k+6)=6p)
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.

[(k+1)+1][3(k +1) + 6]
=(k+2)(3k+9)
=3k*+9k + 6k +18
=3k*+9k +6k +6+12
= (3K +9k +6)+ 6k +12
= (3k® +6k +3k +6)+ 6k +12 |
=[3k(k +1) +6(k +1)]+6(k +2)
=(k+1) 3k +6)+6(k+2)
=6p+6(k+2)

=6(p+k+2)
Que es divisible por 6.

PROBLEMA 60.

Demuestra que n®+3n” +2n es divisible por 6, para todo n natural.

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que 1+3+2=6.
2. Supongamos que la condicion se cumple para un natural arbitrario n=k. Es decir,
n®+3n” +2n es divisible por 6. (Es decir, k®+3k*+2k =6p)
Veremos que la condicién se cumple paran=k +1.
En el problema 59 hemos probado que (k+1)(3k +6) es divisible por 6, es decir,
(k+1)(3k +6) = 6q

(k +1)3 +3(k +1)2 +2(k+1)
=k®+3k*+3k+1+3k*+6k +3+2k +2
=(k3 +3k? +2k)+(k +1)(3k +6)
=6p+6q
=6(p+q)

PROBLEMA 61.
Demuestra que 72" —48" —7 es divisible por 48, con n natural.

SOLUCION.
1. La condicion se cumple para n=1, dado que: 7° —48—-7 =288 =6*48 .



2. Supongamos que la condicién se cumple para n =k, es decir:
77 48 —-7=48p
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
72(k+l)+l . 48k+l 7
— 72k+l+2 _ 48k+l _ 7
= 7%"7% — 4848 -7
— 72k+l72 _48k (72 _1)_7
=77 (77" - 48" )+ 48" -7
=T (7 48 )+ T - 70+ 48 -7
=77 (77 48 —T7)+ 70+ 48" -7
=T7°48p+7° +48 -7
=T7°48p+7*48+ 48"
=48(7° p+7+48")

PROBLEMA 62,

Demuestra que (a+b)" =Cga"+Cla""b+Cja"?b® +...+CJ,ab"* +C'o", para todo
ndmero natural n

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que: (a+b)l =a+b=Cla+Cb .
2. Supongamos que la condicion se cumple para n =Kk, es decir:
(a+b)' =Cla" +Cla“*b+Cra %2 +...+ Cf ,ab"* + Cl'b"
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.

(a+b)™ =(a+b)(a+b)"
=(a+b)(Cga* +Cla* b+ Cia" ?* +...+ C} ;ab* " + C/b*)
=Cia“" +Cfab+Cla" o> +..+ C; ,a’h* " + Clab"
+Cla*b+Cfa“ ™’ +Cfa“ ?b +...+ C;,ab* + Cb*"
=Cga“" +(Clk +C; )akar...Jr(Ckk +Cf_1)abk +C[o*
=CMa* + CfMa b +...+ CMab + C b

= Cla 4 Clta b+ + Cltab ™ 4 Clolpkt

PROBLEMA 63.



Los numeros armonicos H, =1,H1=1+£,H3 =1+£+1,Hn =1+1+—+...+—, con n
2 2 3 2 3 n

un ndmero natural.

Demuestra que D H, =(n+1)H, —n, para todo nimero natural n.
i=1

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que: H, =1=(1+1)*1-1.
2. Supongamos que la condicion se cumple para n =Kk, es decir:

Kk
> H;=(k+1)H, -k
i=1

Veremos que la condicion se cumple para n=k +1.

k+1 k
zHi :(ZHiJ+ Hk+1
i=1

i=1
=(k+DH, -k+H, ,
k+1 k+1

=k+D)H, +———-——-k+H
(k+DH, k+1 k+1 kit

=(k +1)(Hk +ki+1j+ Hk”_(k+t_i)
kK(k+1)+k+1
k+1
(k+1)+(k+2)
k+1
=[(k+1)+1]H,,, - (k+1)

=(k+DH, ,+H, ., —

=H, ,(k+1+1) -

PROBLEMA 64.

Conjetura y demuestra la férmula general a la que se ajustan las igualdades siguientes.
1=1

2+3+4=1+8
5+6+7+8+9=8+27

SOLUCION.

1 =1°
(22 -2%2+2)+(2°-2%2+3)+2° =(2-1) +2°
(3°—2%3+2)+ (3" —2*3+3)+ (3" —2*3+4)+(3 - 2*3+5)+ 3 =(3-1)"+ 3



De donde proponemos como la formula general a la que se ajustan las igualdades a:
(n?—2n+2)+(n*—2n+3)+(n* —2n+4)+...+n’ =(n-1) +n’.
Demostracion de la formula.
1. Laformula se cumple para n=1, dado que: 1° = (1-1)> +1°.
2. Supongamos que la condicién se cumple para n =k, es decir:
(K* =2k +2)+(k* =2k +3)+(k* =2k + 4) + ..+ k* = (k-1)’ + K°.
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
((k +1)2 -2(k+1)+ 2)+((k +1)2 -2(k +1)+3)+((k +1)2 -2(k +l)+4)+...+(k +1)2
= (k1) =2(k+1)+ 2]+ | (k+1)° = 2(k+2)+ 3 |+| (k+1) - 2(k +1) + 4]

+...+[(k +1)2 —2}+[(k +1)2 —1}+[(k +1)2}
= (K* =2k +2) +(2k =1) |+ (K* =2k +3)+ (2k —1) |+ | (k* = 2k + 4)+ (2k~1) |
+...+[k2 +(2k —1)]+[k2 + 2k}+[k2 +2k +1]
=(k2 —2k+2)+(k2 —2k+3)+(k2 —2k+4)+...+ k? +(2k—1)(2k—1)+(k2 +2k)+(k2 +2k+1)
=(k—1)° +k° +(2k —1)(2k —1) + (k* + 2k )+ (k* + 2k +1)
=k®+k®—3k* +3k —1+4k® =4k +1+k* + 2k + k* + 2k +1
=k* +(k3 +3k?* + 3K +1)
=k® +(k+1)’
=((k+1)-1) +(k +1)°

PROBLEMA 65.

Demuestra que L, =F ,+F ,, donde L, son los numeros de Lucas, dados por
LL=2L=LL =L,+L,,(n>2), y F, son los nimeros de Fibonacci, dados por
F=2F=LF =F_ +F ,(n>2)

SOLUCION.

1. Laformula se cumple para n=1,dado que: L, =1=0+1=F,+F,.
2. Supongamos que la formula se cumple para n=1,2,k -1,k . Es decir:
L=K+FR,L=FK+FK,L=FK+F,.L,=F,+F.L =K +F.,.
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
Lo = Lipa they =l t s = (Fes+Foa) + (R +F)

:(Fk—1+Fk—2)+(Fk+l+Fk): Fk+Fk+2



PROBLEMA 66.

Sea {p;},_, una sucesion dada por:

Py :3' p, = 7, P, :3pn—l_2pn—2'
Demuestra que p, = 2" —1 para todo entero positivo.

SOLUCION.

1. Laformula se cumple para n=1, dado que: p, =3=2°-1.
2. Supongamos que la formula se cumple para n=1,2,k -1,k . Es decir:

P = 2 -1, P, = 27 -1,..., Pes = A -Lp = 2k 1.
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
Pea =3P —2P 5 = 3(2k+1 —1)—2(2k —1)
—3xokl _3_ g%k 9 _ ok (3*2_2)_1
=2¢*4-1=2"%_1

PROBLEMA 67.

Sea {a,},", unasucesion dada por:
a=la,=2a,=a,,+a,,.

Demuestra que a, < Gj para todo entero positivo n.
SOLUCION.
7 1
1. Lafdrmula se cumple para n=1, dado que: a =1< (Zj :

1
2. Lafdérmula se cumple para n=2, dado que: a, =2< (%) .
3. Supongamos que la formula se cumple paran=1,2,...,k,k > 2. Es decir:

7 7 2 7 k-1 7 k
a1:1<z,a2 =2< Z yeey Ay g < Z ya, < Z .

Veremos que la condicion se cumple para n=k +1.
En efecto:



a=teastuas=a v <[ (1) (2]
LU [CORHIC R

PROBLEMA 68.

Demuestra que n=5x+7y para todo entero positivo n> 24, siendo x y y dos nimeros
naturales.

SOLUCION.

1. Laférmula se cumple para n =24, dado que: 24 =5*2+7*2.
La formula se cumple para n =25, dado que: 25=5*5+7*0.
La formula se cumple para n =26, dado que: 26 =5*1+7*3.
La férmula se cumple para n =27, dado que: 27 =5*4+7*1.
La formula se cumple para n =28, dado que: 28=5*0+7%*4.
La formula se cumple para n =29, dado que: 29=5*3+7*2.
2. Supongamos que la formula se cumple paran=1,2,...,k,k > 29. Veremos que la
condicion se cumple para n=k +1.
De acuerdo con la hipdtesis de induccion, resulta evidente que para todo k >29, la
proposicion resulta verdadera para n=k +1-5.
Por tanto: k+1-5=5a+7b=k+1=5a+7b+5=5(a+1)+7b=5a+74.



PROBLEMA 61.
Demuestra que 72" —48" —7 es divisible por 48, con n natural.

SOLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n=1, dado que: 7° —48—-7 =288=6%*48 .
2. Supongamos que la condicion se cumple para n=k, es decir:
77 48 —~7=48p
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.
72(k+l)+l _ 48k+l -7
— 72k+l+2 _ 48k+l _ 7
=777 4848 -7
— 72k+172 _48k (72 _1)_ 7
=77 (77 - 48" )+ 48" -7
=77 (77 48 )+ 7° -7+ 485 -7
=T (748 - T7)+ 70+ 48 -7
=7°48p+7°+48 -7
=T7%48p +T7*48+ 48"
=48(7° p+7+48")

PROBLEMA 62.

Demuestra que (a+b)" =Cja"+Cla"'h+Cja" b’ +..+C),ab"" +Crb", para todo
numero natural n

SoLUCION.
1. Lacondicion se cumple para n =1, dado que: (a+b)1 =a+b=Cia+Cb .
2. Supongamos que la condicion se cumple para n=k, es decir:
(a+b) =Cfa" +Cla“'b+Cla"“b? +..+ C! ,ab"* + C/b"
Veremos que la condicién se cumple para n=k +1.



(a+b)™ =(a+b)(a+b)"
=(a+ b)(C(')‘ak +Cfa“'b+Cla“*b* +...+C ,ab“ " + C/b" )
=Cia“" +Cla*b+Cla" b* +...+ C ,a’h* " + Clab
+Ciab+Cla“ "’ +Cia* %0’ +...+ C} jab* + Cb "
=Cga“? +(C1k +C0k)akb+...+(le +Cf_l)abk +C/ b
=CyMa“" + C/Ma b +...+ CMab* + Clib*

_ Cg+1ak+1 n Clk+1a(k+1)—lb T Cllulab(kﬂ)—l + C::llbkﬂ



