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FILOSOFIA, VISION,  Y  MISION  INSTITUCIONAL

FILOSOFIA

NATURALEZA DE LA USB:

La USB es una institución de enseñanza superior, de inspiración cristiana, con carácter católico e índole salesiana. Es una comunidad académica formada por docentes , estudiantes y personal de gestión administrativa que, de forma rigurosa, critica y positiva, promueve el desarrollo de la persona y del patrimonio cultural de la sociedad mediante la docencia, la investigación, la formación continua y los diversos servicios ofrecidos a la comunidad local y nacional.

DEPENDENCIA ECLESIAL Y CONGREGACIONAL:

La USB tiene una estrecha relación con las Universidades Pontificias por su vinculación con la Iglesia Católica. Al mismo tiempo forma parte de las Instituciones Universitarias Salesianas IUS.

INDOLE SALESIANA:

Los valores del espíritu y de la pedagogía salesiana, nacidos del Sistema Preventivo de Don Bosco, enriquecen la vida y la actividad de las IUS. Esto comprende:

· Una opción prioritaria por los jóvenes, sobre todo de clases populares.

· Una estrecha relación entre cultura, educación y evangelización.

· Una experiencia comunitaria basada en la presencia, con espíritu de familia, de los profesores con y para los estudiantes.

· Un estilo educativo basado en un amor demostrado y percibido por los estudiantes.

VISION

Ser la Universidad líder en educación superior, que forme profesionales de excelencia sustentados en los principios salesianos que impulsen el desarrollo económico, social, cultural y moral.

MISION

Formar profesionales competentes, posibilitando el acceso a la educación superior a estudiantes de recursos limitados y aportando al desarrollo integral del país con ciudadanos Honrados y Buenos Cristianos, mediante la aplicación de estrategias pedagógicas del Sistema Preventivo legado por el Insigne Educador San Juan Bosco.
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1. DATOS INFORMATIVOS:

Universidad Salesiana De Bolivia

INGENIERIA DE SISTEMAS

PLAN DE  DISCIPLINA

GESTION I – 2006

I
DATOS DE IDENTIFICACION

· INSTITUCION UNIVERSITARIA:

Universidad Salesiana de Bolivia

· RECTOR:




Rvdo. P. Dr. Thelian Corona C.

· CARRERA:




Ingeniería de Sistemas

· DIRECTOR DE CARRERA:

Lic. Eduardo Fernández Salazar

· DOCENTE:




Ing. Omar Saavedra

· NIVEL DE LA MATERIA:


Primer Semestre

· ASIGNATURA:




Matemática Discreta

· SIGLA:





MAT  - 113

· REQUISITO:




Ninguno

· PARALELO:




B2

· E-MAIL:





pacharuna2000@yahoo.es
2. INFORMACION DEL CATEDRATICO

Nombre:


Omar Saavedra.

Profesión:


Ingeniero Electromecanico y Programador de Sistemas

Grado científico:

Especialista en microcontroladores

Nacionalidad:

Boliviana

      e-mail:



pacharuna2000@yahoo.es
Estudios:

Universidad Mayor de San Andres

· Experiencia Docente:

1. Universidad Mayor de San Andres “auxiliar de Ecuación es diferenciales” y transferencia de calor”

2. O.N.G. Jatha “Docente de Electricidad”

3. Docente INFOCAL (La Paz)

4.
Universidad Salesiana de Bolivia, USB

· Post – grado:

· Diplomado en Medio Ambiente salud y Seguridad ocupacional.

· Diplomado en Aprendizaje Cooperativo al estilo Salesiano.

3. DOSSIER COMO POLITICA EDUCATIVA

CONDUCTA :

El buen comportamiento de una persona con su entorno social, es una de las características de su personalidad. Se pedirá respeto mutuo entre estudiantes y estudiante-docente-estudiante, tanto dentro de clases como en los predios y fuera de la universidad. 

METODOLOGÍA :

Las Clases estarán sujetas y planificadas de acuerdo al programa de la materia.

En las clases magistrales se impartirá el análisis Teórico- Analítico y su aplicación practica    en la solución de diferentes ejercicios y problemas, para que el estudiante tenga la visión de cuan importante es el análisis. Las Clases de Ayudantía  serán para resolver el TP.

En cada clase luego de 45 minutos de avance de materia, se hará un descanso de 5 minutos. Esto con el objeto de regenerar las condiciones de asimilación.

Se incentivara la participación individual del estudiante en clases, dando ejercicios y problemas para resolverlos durante la clase,y de esa manera puedan ganar puntos extras. También se incentivara la investigación bibliográfica.

La entrega de TP, Los Exámenes y recuperaciones de Exámenes , estarán sujetas a lo estipulado en el punto III.’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’’

ASISTENCIA A CLASES :

La asistencia a clases es obligatoria, ya que tiene un puntaje asignado. Si algún estudiante alguna vez no puede asistir o tiene cruce de horarios, debe hacer conocer al docente para asignarle su permiso correspondiente.

PUNTUALIDAD : 

La puntualidad es una característica de la responsabilidad de una persona. Se dará un margen de 10 minutos de atraso, pasado este tiempo el estudiante no podrá entrar al aula hasta el descanso de 5 minutos. Esto para evitar perjudicar e interrumpir  el proceso de enseñanza – aprendizaje. 

INTEGRIDAD ACADEMICA :

La Integridad Académica se refiere a la Honestidad intelectual del Estudiante, y una clara muestra de su Honestidad y Capacidad intelectual son los Exámenes Parciales. 

La Integridad Académica de un Estudiante se ve truncada cuando el estudiante hace uso de “chanchullos” y “ copiar exámenes “, lo que significa la violación de su propia integridad académica y por ende demuestra su deshonestidad e incapacidad intelectual. Por lo tanto, en los exámenes esta terminantemente prohibido el uso de chanchullos y copiar exámenes, lo que será drásticamente castigado con la anulación del examen.
En los Exámenes se permitirá usar  tablas, formularios y calculadoras no programables.

RECUPERACIONES DE CLASES :

Las clases perdidas ( por inasistencia del docente, paros, etc. ) serán recuperadas en su integridad en horarios establecidos por mutuo acuerdo docente-estudiante, y deberán ser autorizadas previamente por el director de carrera con la debida anticipación.

EXTENSION SOCIAL

Participación docente – estudiante en las actividades extracurriculares de nuestra universidad. 

RESPONSABILIDADES DE LOS ESTUDIANTES :

Para lograr los objetivos planteados ,los estudiantes deben asumir las siguientes responsabilidades :

· Asistir puntualmente a clases

· Asistir a clases con la convicción de aprender

· Participar en clases contribuyendo con el análisis y resolución de problemas y ejercicios        

· Cumplir con los trabajos prácticos  y su respectiva defensa

· Comportamiento adecuado en clases y respeto mutuo hacia sus compañeros y el docente

4. INFORMACION PUNTUAL DE LA CARRERA

PERFIL PROFESIONAL del ingeniero de sistemas

El profesional en Ingeniería de Sistemas deberá tener la capacidad de efectuar labores de estudio, evaluación, diseño, implementación, y puesta en marcha de sistemas de información manuales, semi automáticos, automáticos, incluyendo la optimización de recursos Computacionales y herramientas teóricas. Podrá asumir responsabilidad operativa como directiva.

El Ingeniero será preparado para plantear soluciones técnicamente factibles, económicamente justificables, socialmente deseables y ecológicas compatibles, a problemas de optimización y aprovechamiento de recursos de información. Aplicando e incorporando a sus soluciones la tecnología apropiada, observando el medio donde actúe holísticamente  haciendo que los recursos existentes, ya sean humanos, económicos o físicos sean adecuadamente aprovechados, maximizando los beneficios
COMPETENCIAS DE LA CARRERA

El programa de Licenciatura de la carrera de Ing. de Sistemas tiene como objetivos principales:
Preparar profesionales con sólidos conocimientos en Ciencias de la Computación, Informática y Sistemas, que pueda enfrentar el reto tecnológico y la exigencia del mercado laboral en términos de calidad y excelencia, a través de la aplicación de conceptos y conocimientos teórico - prácticos, para llegar a soluciones factibles y óptimas en el desarrollo y aplicación de sistemas manuales, semiautomáticos y automáticos, en la administración de la moderna empresa.

Desarrollar la lógica, el análisis, el conocimiento y la comprensión de las disciplinas del área de ingeniería de sistemas en función de las habilidades de programación, análisis, diseño e implementación de sistemas.

Desarrollar la capacidad de planificación, organización y dirección en el marco de la ingeniería de sistemas   en el mundo globalizado

Desarrollar destrezas y habilidades para  ser capaz de auto formarse, empleando los conceptos que no cambian con la tecnología y así servirse de los adelantos con los que se vaya enfrentando durante el ejercicio de su profesión. 

Preparar profesionales  capacitados para interactuar con distintos tipos de profesionales, a fin de realizar labores interdisciplinarias.
Desarrollar conductas adecuadas y útiles en el ejercicio profesional, en función de la interacción con personas o grupos especialmente en situaciones de tensión o esfuerzo.

MISION DE LA CARRERA

Nuestra misión, educar y formar profesionales en el área de Sistemas,  competitivos en un contexto de exigencia y calidad  asumiendo responsabilidad ejecutiva, operativa y directiva, en un ambiente de respeto. Formar ingenieros en sistemas capaces de integrar el conocimiento tecnológico y científico al planteamiento de soluciones técnica y económicamente factibles. Contribuyendo así, a formar profesionales  íntegros y creativos con capacidad de asumir los retos tecnológicos e interactuar con distintos tipos de profesionales a fin de realizar labores interdisciplinarias y trabajar acertadamente en equipo.
5. PROPUESTAS Y SUS ALCANCES DE LA ASIGNATURA

OBJETIVOS DE LA MATERIA

· GENERAL

Esta materia tiene como objetivo introducir al estudiante en el razonamiento deductivo y en los métodos de demostración. También se busca sentar las bases para el calculo de probabilidades y análisis complejo, a través del análisis combinatorio y la aritmética de los números complejos.

· ESPECÍFICOS

Sentar las bases para el análisis lógico y numérico de las operaciones matemáticas, como también en las demostraciones, utilizando la lógica matemática.

Conceptualizar y analizar la teoría de conjuntos, relaciones y funciones para su aplicación practica.

Analizar y reconocer las distintas formas que adoptan los números complejos , y sus operaciones.

Estudio de la teoría de conteo en base al análisis  lógico deductivo para su aplicación practica

· ADICIONAL

Implementar el Estilo Salesiano en el proceso enseñanza aprendizaje, enfatizando en los pilares básicos: RAZÓN, AMOR Y RELIGIÓN 

6. PROCESOS PEDAGOGICOS Y METODOLOGIAS DIDACTICAS

METODOS DE ENSEÑANZA

· ESTILO SALESIANO.

· GRUPOS DE APRENDIZAJE COOPERATIVO  

· TECNOLOGÍA DE LA INFORMACIÓN Y COMUNICACIÓN 

ESTRATEGIAS METODOLOGICAS DEL PROCESO ENSEÑANZA – APRENDIZAJE:
METODOLOGIA

· Las clases estarán sujetas y planificadas de acuerdo al programa de la materia.
· El análisis teórico- analítico  se impartirá en clases magistrales, y su aplicación en clases practicas y GACs.
· Fomentar la participación individual del Estudiante en clases.
· Dinámica de grupos de aprendizaje cooperativo.
· Fomentar la investigación bibliográfica.
· En cada clase luego de 45 minutos de avance de materia, se hará un descanso pedagógico de 5 minutos. Esto con el objeto de regenerar las condiciones de asimilación.
RECURSOS DIDACTICOS:

En las clases teóricas y practicas se hará uso de tizas y pizarra, texto base, practicas y GACs. 

7. CRONOGRAMA SEMESTRAL

· CONTENIDOS MÍNIMOS OFICIALES 

LOGICA PROPOSICIONAL – CONJUNTOS – NUMEROS ENTEROS – INDUCCION MATEMATICA – TECNICAS DE CONTEO – RELACIONES BINARIAS – FUNCIIONES – NUMEROS COMPLEJOS – ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.

· CONTENIDOS ANALÍTICOS

	UNIDADES Y

CONTENIDO ANALITICO DE LA MATERIA

	UNIDAD I: LOGICA PROPOSICIONAL

Introducción – Conectivos – Calculo Informal de enunciados – Leyes Lógicas  - reglas de inferencia y demostraciones – Métodos demostrativos – Cuantificación.



	UNIDAD II: TEORIA DE CONJUNTOS

Introducción – Determinación de conjuntos  – Pertenencia  – Inclusión -  Operaciones  - Familias de conjuntos  –  Conjuntos  – Potencia – pares ordenados -  Productos Cartesiano.



	UNIDAD III: NUMEROS ENTEROS INDUCCION MATEMATICA Y DIVISIBILIDAD

Principio de Inducción – Teorema de Inducción – divisibilidad – Números Primos – Propiedades  – Algoritmo de la división  – Algoritmo de Euclides. 



	UNIDAD IV: TECNICAS DE CONTEO

Principios de la adición y multiplicación  - Permutación – Combinaciones – Binomio de Newton – Conteo – Formas de colocar m objetos en n envases y de extraer entre n clases de objetos. 



	UNIDAD V: RELACIONES BINARIAS

Introducción – Relaciones Binarias – Conjunto dominio e Imagen – Relación Inversa –Representación grafica de Relaciones – Relaciones en un conjunto – Propiedades - Relaciones de equivalencia – Relaciones en de orden



	UNIDAD VI: FUNCIONES 

Introducción – Relaciones funcionales – Representación de Funciones – Graficación de Funciones - Clasificación  – Funciones especiales – Funciones Inversas  – Propiedades 



	UNIDAD VII: NUMEROS COMPLEJOS 

Definición – Módulo de un numero complejo – Operaciones con números complejos – Representación grafica de números complejos  – Forma polar – Teorema de Moivre.



	UNIDAD VIII: ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Introducción – Estructuras Elementales – Semigrupo y grupo – Notación de propiedades – Subgrupo - Propiedades – Anillos – Notación y propiedades – Subanilllos - Propiedades  – Cuerpo   – Notación y propiedades 


CRONOGRAMA DE EJECUCION Y MEDIOS UTILIZADOS

	        Cronograma de Ejecución


	UNIDADES

y

CONTENIDOS ANALITICOS


	   Porcentaje 

    Avanzado
	Medios y técnicas

Utilizados

	14 – Feb -06


	Presentación Docente- estudiantes. Identificación de la materia, se dará a conocer la política del curso, sistema de evaluación, modalidad de los trabajos prácticos y exámenes.


	5 %
	Pizarra

	16 – Feb -06


	Unidad I: LOGICA PROPOSICIONAL

Introducción – Conectivos– Métodos demostrativos 


	7 %
	Pizarra

	21 – Feb -06


	Unidad I Continuación

Calculo Informal de enunciados – Leyes Lógicas 


	9 %
	Pizarra

	23– Feb -06


	Unidad I: Continuación

Reglas de inferencia y demostraciones - Cuantificación. 


	12 %
	Pizarra, laboratorio

	2 – Mar -06


	Unidad II: TEORIA DE CONJUNTOS

Introducción – Determinación de conjuntos  – Pertenencia  – Inclusión 
	14 %
	Pizarra

	7 – Mar -06


	Unidad II  Continuación

Operaciones  - Familias de conjuntos -  Conjuntos  – Potencia – pares ordenados -  Productos Cartesiano


	15 %
	Pizarra, laboratorio

	9 – Mar -06


	 Primera evaluación Parcial 


	22 %
	Pizarra, Power Point


	        Cronograma de Ejecución


	UNIDADES

y

CONTENIDOS ANALITICOS


	   Porcentaje 

    Avanzado
	Medios y técnicas

Utilizados

	14 – Mar -06


	Unidad III: NUMEROS ENTEROS INDUCCION MATEMATICA Y DIVISIBILIDAD

Principio de Inducción – Teorema de Inducción 


	28 %
	Power Point - Pizarra

	16 – Mar -06


	Unidad III:  Continuación

Divisibilidad – Números Primos – Propiedades 


	32 %
	Pizarra, Dinámica de Grupos

	21 – Mar -06


	Unidad III:  Continuación

Algoritmo de la división – Algoritmo de Euclides 


	35 %
	Pizarra, Foro

	23 – Mar -06


	Unidad IV: TECNICAS DE CONTEO

Principio  de multiplicación – Principio de la adición.


	38 %
	Pizarra

	28 – Mar -06


	Unidad IV: Continuación

Permutación 


	40 %
	Pizarra, Acetatos

	30 – Mar -06


	Unidad IV:  Continuación

Combinaciones


	42 %
	Pizarra

	4– Abr -06


	Unidad IVI  Continuación

Binomio de Newton Ejercicios y aplicaciones


	45 %
	Pizarra

	6 – Abr -06


	Segunda  Evaluación Parcial


	48 %
	Pizarra, Dinámica de grupos


	        Cronograma de Ejecución


	UNIDADES

y

CONTENIDOS ANALITICOS


	   Porcentaje 

    Avanzado
	Medios y técnicas

Utilizados

	11 – Abr -06


	Unidad V: RELACIONES BINARIAS

Introducción – Relaciones Binarias – Conjunto dominio e Imagen 


	55 %
	Pizarra

	13 – Abr -06


	Unidad V:  Continuación

Relación Inversa –Representación grafica de Relaciones – Relaciones en un conjunto – Propiedades 


	58%
	Pizarra

	18 – Abr -06


	Unidad V : Continuación

Relaciones de equivalencia – Relaciones en de orden


	61 %
	Pizarra, Foros

	20 – Abr -06


	Unidad VI: FUNCIONES 

Introducción – Relaciones funcionales 


	68 %
	Pizarra

	25 – Abr -06


	Unidad VI :  Continuación

Graficación de Funciones - Clasificación 


	75 %
	Pizarra

	27 – Abr -06


	Unidad VI :  Continuación 

Funciones especiales – Funciones Inversas  – Propiedades 


	80 %
	Pizarra

	2– May -06


	Unidad V I: Continuación

Aplicaciones y Problemas


	82 %
	Pizarra

	4 – May -06


	Unidad VII: NUMEROS COMPLEJOS 

Definición – Módulo de un numero complejo 


	85 %
	Pizarra

	9 – May -06


	Unidad V II:  Continuación

Operaciones con números complejos – Representación grafica de números complejos  – Forma polar 


	87 %
	Pizarra

	11- May -06
	Unidad V II: Continuación

Teorema de Moivre 


	88%
	Pizarra

	16 – May - 06
	Tercera  evaluación Parcial
	
	


	        Cronograma de Ejecución


	UNIDADES

y

CONTENIDOS ANALITICOS


	   Porcentaje 

    Avanzado
	Medios y técnicas

Utilizados

	18 – May -06


	Unidad V II: Continuación

Problemas y Ejercicios de aplicación 


	89 %
	Pizarra

	23 –– May -06


	Unidad VIII: ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Introducción – Estructuras Elementales


	90 %
	Power Point, Pizarra

	25 –  May -06


	Unidad VIII: Continuación

Semigrupo y grupo – Notación de propiedades – Subgrupo - Propiedades 
	92 %
	Pizarra

	30 – May -06


	Unidad VIII:  Continuación

Anillos – Notación y propiedades 

 
	93 %
	Pizarra

	1 – Jun -06


	Unidad V III: Continuación

Subanilllos - Propiedades  


	94 %
	Pizarra

	6 – Jun -06


	Unidad VIII : Continuación

Cuerpo   – Notación y propiedades


	95 %
	Pizarra, Foros

	8 – Jun -06


	Unidad VIII:  Continuación

Espacio vectorial


	96 %
	Pizarra

	13 – Jun -06


	Unidad V III:  Continuación

Ejercicios y aplicaciones


	97 %
	Pizarra

	15 – Jun -06


	Unidad VIII  Continuación

Problemas de aplicación 


	98 %
	Power Point, Pizarra

	20 – Jun -06


	Cuarta  evaluación Parcial


	100 %
	Pizarra


V. METODOS DE ENSEÑANZA:  

· GRUPOS DE  APRENDIZAJE COOPERATIVO

· ESTILO SALESIANO

· TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION Y  COMUNICACIÓN

VI METODOLOGIA DE EVALUACION 

Tres evaluaciones:



1er. Parcial
 25% (10% Trabajo en grupo y 15% Evaluación individual)

2do. Parcial 
25% (10% Trabajo en grupo y 15% Evaluación individual)

3er. Parcial 
25% (10% Trabajo en grupo y 15% Evaluación individual)

Eval. Final
25% (10% Trabajo en grupo y 15% Evaluación individual)

100 %

Cada evaluación parcial comprende:

· Asistencia 


10 Puntos

· Trabajos prácticos

20 Puntos

· Trabajos prácticos

20 Puntos

· Examen Parcial

50 Puntos 

Como se puede observar, cada parcial comprende aspectos de dos modalidades de evaluación que son:

1.- evaluación Formativa: Comprende Trabajos prácticos, individuales y grupales, participación individual y/o grupal en clases, dinámicas de grupos, asistencia, Además de fomentar la investigación bibliografiíta.

2.- evaluación Sumativa: Comprende los mismos exámenes parciales y final.

REQUISITOS DE APROBACION:

· Asistencia Puntualidad.

· La presentación minima del foro practico, requisito para rendir las pruebas parciales y finales.

· La nota mínima de aprobación de la asignatura es de 51 puntos.

VII BIBLIOGRAFIA

	AUTOR
	OBRA
	LUGAR DE

EDICION
	EDITORIAL
	AÑO



	Grimaldi Ralph
	Matemática Discreta
	España
	Reverte
	1998

	K.A. Ross
	Matemática Discreta
	España
	Reverte
	1998

	A. Rojo
	Álgebra I
	Buenos Aires
	Ateneo
	1998


La Paz, Febrero de 2006.

10.  
DOCUMENTOS DESARROLLADOS

TEMA 1

LÓGICA MATEMÁTICA

Introducción

El ser humano, a través de su vida diaria, se comunica con sus semejantes a través de un lenguaje determinado (oral, escrito, etc.) por medio de las denominadas frases u oraciones. Estas pueden tener diferentes significados pero siempre van a resumirse a las formas de verdaderas o falsas, siendo éste el precedente fundamental para el desarrollo humano. Lo importante en el presente estudio es el hecho de que, a partir de los enunciados y de acuerdo a su significado es posible establecer una proposición y a partir de un conjunto de éstas podemos llegar a una conclusión o inferencia, siendo la lógica la ciencia encargada del estudio de éstas.

Hoy en día, la lógica proposicional que estudiaremos en este capítulo, tiene una importancia singular dada su aplicación en los llamados “circuitos lógicos” de uso en la electrónica y la informática.

Proposición

La proposición es el significado de una idea, enunciado, conjunto de palabras o letras a las que se les puede asignar uno y sólo uno de los valores de verdad, que pueden ser:

VERDADERO (V) o FALSO (F)

En resumen, podemos dar la siguiente definición: Proposición es toda oración declarativa.

Por lo general, a las proposiciones se las representa por las letras del alfabeto desde la letra p, es decir, p, q, r, s, t, ... etc. Así, por ejemplo, podemos citar las siguientes proposiciones y su valor de verdad:

p : 15 + 5 = 21 (F)

q: Santa Fe es una provincia Argentina. (V)

r: El número 15 es divisible por 3. (V)

s: El perro es un ave. (F)

Expresiones No Proposicionales

Son aquellos enunciados a los que no se les puede asignar un valor de verdad. Entre ellos tenemos a los exclamativos, interrogativos o imperativos.

Así tenemos, por ejemplo:

· ¿Cómo te llamas?

· Prohibido pasar

· Borra el pizarrón.

Enunciados Abiertos

Si en la proposición: “cinco es mayor que tres” (en símbolos: 5 > 3) reemplazamos al número 5 por la letra x, se obtiene la expresión “x es mayor que tres” (x > 3), y si convenimos que x no represente necesariamente al número 5, sino a un número cualquiera, entonces al enunciado x > 3 se le denomina enunciado abierto.

Clasificación de las Proposiciones

Aquellas proposiciones que constan o se les puede representar por una sola variable, se llaman proposiciones simples o atómicas. Por ejemplo, sea la proposición “p: 3 + 6 = 9” es una proposición simple o atómica.

Cuando una proposición consta de dos o más enunciados simples, se le llama proposición compuesta o molecular. 

Notación y Conectivos Lógicos

A partir de proposiciones simples es posible generar otras, simples o compuestas. Es decir que se puede operar con proposiciones, y para ello se utilizan ciertos símbolos llamados conectivos lógicos. A continuación vemos una concreta definición de cada uno:

	PRIVATE
Símbolo 
	Operación asociada 
	Significado 

	~





 
	Negación

Conjunción o producto lógico

Disyunción o suma lógica

Implicación

Doble implicación

Diferencia simétrica 
	no p o no es cierto que p

p y q

p o q (en sentido incluyente)

p implica q, o si p entonces q

p si y sólo si q

p o q (en sentido excluyente) 


Operaciones Proposicionales

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas dos o más proposiciones, de las que se conoce los valores veritativos, se trata de caracterizar la proposición resultante a través de su valor de verdad. A tal efecto, estudiaremos a continuación el uso y significado de los diferentes conectivos lógicos mencionados arriba:

Negación

Dada una proposición p, se denomina la negación de p a otra proposición denotada por ~ p (se lee “no p”) que le asigna el valor veritativo opuesto al de p. Por ejemplo:

p: Diego estudia matemática 

~ p: Diego no estudia matemática

Por lo que nos resulta sencillo construir su tabla de verdad:

	PRIVATE
p 
	~ p 

	V

F 
	F

V 


Observamos aquí que al valor V de p, la negación le hace corresponder el valor F, y viceversa.

Se trata de una operación unitaria, pues a partir de una proposición se obtiene otra, que es su negación.

Ejemplo: La negación de “ p: todos los alumnos estudian matemática” es 

~ p: no todos los alumnos estudian matemática

o bien: 

~ p: no es cierto que todos los alumnos estudian matemática

~ p: hay alumnos que no estudian matemática

Conjunción

Dadas dos proposiciones p y q, se denomina conjunción de estas proposiciones a la proposición p  q (se lee “p y q”), cuya tabla de verdad es:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

F

F 


La tabla que define esta operación, establece que la conjunción es verdadera sólo si lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso, es falsa.

Disyunción

Dadas dos proposiciones p y q, la disyunción de las proposiciones p y q es la proposición p  q cuya tabla de valor de verdad es:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

V

V

F 


La disyunción o es utilizada en sentido excluyente, ya que la verdad de la disyunción se da en el caso de que al menos una de las proposiciones sea verdadera. En el lenguaje ordinario la palabra o es utilizada en sentido incluyente o excluyente indistintamente. Para agotar toda posibilidad de ambigüedades, en matemática se utiliza la disyunción definida por la tabla precedente, que nos muestra que la disyunción sólo es falsa cuando ambas proposiciones son falsas.

Implicación o Condicional

Implicación de las proposiciones p y q es la proposición p  q (si p entonces q) cuya tabla de valores de verdad es:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 


La proposición p se llama antecedente, y la proposición q se llama consecuente de la implicación o condicional. La tabla nos muestra que la implicación sólo es falsa si el antecedente es verdadero y el consecuente es falso.

Doble Implicación o Bicondicional

Doble implicación de las proposiciones p y q es la proposición p  q (se lee “p si y sólo si q”) cuya tabla de valores de verdad es

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

F

V 


La doble implicación o bicondicional sólo es verdadera si ambas proposiciones tienen el mismo valor de verdad.

La doble implicación puede definirse como la conjunción de una implicación y su recíproca. De este modo, la tabla de valores de verdad de p  q puede obtenerse mediante la tabla de (p  q)  (q  p), como vemos:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 
	q  p 
	(p  q)  (q  p) 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 
	V

V

F

V 
	V

F

F

V 


Diferencia Simétrica

Diferencias simétrica o disyunción en sentido excluyente de las proposiciones p y q es la proposición p  q (se lee “p o q en sentido excluyente”) cuya tabla de valores de verdad es:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	F

V

V

F 


La verdad de p  q está caracterizada por la verdad de una y sólo una de las proposiciones componentes.

Condición Necesaria y Suficiente

Consideremos la tabla de valores de verdad de la implicación

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 


Hay tres casos en los que p  q es V, y entre ellos hay uno en que p es V, en el cual resulta q verdadera. Es evidente que hacemos referencia al primer renglón de la tabla y tenemos que si p  q es V y p es V, entonces q es V. Se dice entonces que el antecedente p es condición suficiente para el consecuente q.

En cambio, si p es F, nada podemos decir de q puesto que puede ser V o F. Por otra parte, cuando p  q es V, si q es V, entonces p puede ser V o F; mas para que p sea V se necesita que q lo sea. Se dice entonces que q es condición necesaria para p.

Estas condiciones suelen expresarse del siguiente modo:

q si p (condición suficiente)

p sólo si q (condición necesaria)

Proposiciones lógicamente equivalentes

Dos proposiciones p y q se llaman equivalentes si sus tablas de verdad son idénticas. De ser así se denota: p  q

Ejemplo: Sea p: p  q, recordamos su tabla de verdad:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 


Ahora bien , si analizamos la proposición q: ~ p  q, su tabla de verdad resulta:

	PRIVATE
p 
	q 
	~ p  q 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 


Como vemos, luego de realizar las tablas de valor veritativo encontramos que ambas proposiciones tienen el mismo resultado final. Con esto, decimos que ambas proposiciones son lógicamente equivalentes, y en este caso particular lo simbolizamos:

(p  q)  (~ p  q)

Tautología, contradicción y contingencia

Al conjunto de proposiciones, conectivos lógicos y símbolos de agrupación lo denominamos fórmula lógica. Por ejemplo: ~{ (p  q)  (s  t) }

Si al evaluar una fórmula lógica, resulta que todos los valores de verdad resultantes son siempre V para cualquier combinación de sus valores veritativos, decimos que dicha fórmula es una Tautología o Ley lógica.

Ejemplo: Si analizamos la proposición t: p  ~ p realizando su tabla de verdad:

	PRIVATE
p 
	~ p 
	p  ~ p 

	V

F 
	F

V 
	V

V 


Vemos que para cualquier combinación de las proposiciones p y su negación ~ p, la proposición t: p  ~ p es siempre verdadera. Entonces, la proposición t es una tautología.

Si al estudiar una fórmula lógica, a diferencia de los ejemplos anteriores resulta que para cualquier valor de verdad de las proposiciones intervinientes el resultado de dicha fórmula es siempre falso, decimos que dicha fórmula es una 

Contradicción.

Ejemplo: Analicemos la fórmula lógica p  ~ p

	PRIVATE
p 
	~ p 
	p  ~ p 

	V

F 
	F

V 
	F

F 


Encontramos que la fórmula es siempre falsa, es entonces una Contradicción.

Si una proposición no es una tautología ni una contradicción (es decir que contiene al menos un valor V y otro F) es una contingencia.

Leyes del álgebra proposicional

Como bien dijimos arriba, aquellas fórmulas lógicas que resultan ser siempre verdaderas no importa la combinación de los valores veritativos de sus componentes, son tautologías o leyes lógicas. En el cálculo proposicional existen algunas tautologías especialmente útiles cuya demostración se reduce a la confección de su correspondiente tabla de verdad, a saber:

Involución

~ (~ p)  p (se lee “no, no p, equivale a p”)

Idempotencia

(p  ~ p)  p

(p  ~ p)  p

Conmutatividad

a) de la disyunción: p  q  q  p

b) de la conjunción: p  q  q  p

Asociatividad

a) de la disyunción: (p  q)  r  p  (q  r)

b) de la conjunción: (p  q)  r  p  (q  r)

Distributividad:

De la conjunción respecto de la disyunción: (p  q)  r  (p  r)  (q  r)

De la disyunción respecto de la conjunción: (p  q)  r  (p  r)  (q  r)

Leyes de De Morgan

~ ( p  q )  ~ p  ~ q

“La negación de una disyunción equivale a la conjunción de las negaciones”

~ ( p  q )  ~ p  ~ q

“La negación de una conjunción equivale a la disyunción de las negaciones”

Negación de una Implicación

Las proposiciones p  q y ~ (p  ~ q) son equivalentes, como vemos realizando la tabla de valores correspondientes:

	PRIVATE
p 
	q 
	p  q 
	(p  ~ q) 
	~(p  ~ q) 
	p  q  ~(p  ~ q) 

	V

V

F

F 
	V

F

V

F 
	V

F

V

V 
	F

V

F

F 
	V

F

V

V 
	V

V

V

V 


Con esto, comprobamos que la negación de la primera equivale a la negación de la segunda, es decir

~ (p  q)  ~{ ~(p  ~ q)}, y podemos concluir entonces que: ~ ( p  q )  ( p  ~ q)

Es decir, la negación de una implicación no es una implicación sino la conjunción del antecedente con la negación del consecuente.

Funciones proposicionales y cuantificadores

Función Proposicional

Supongamos los enunciados abiertos: 

“ x es la capital de Buenos Aires”

“ y + 4 = 11”

Estos no tienen un valor veritativo. Pero si en el primero de ellos hacemos x = La Plata, tenemos:

“La Plata es la capital de Buenos Aires” (V)

Asimismo, si en el segundo hacemos x = 9, resulta: 9 + 4 = 11 (F)

Podemos, entonces, dar la siguiente definición: “Una función proposicional es un enunciado abierto de la forma P(x) que se convierte en una proposición cuando se le asigna un valor específico a la variable”.

Ejemplos:

p(x) : 2x + 5 > 11 , si x = 4  13 > 11 (Verdadero)

q(x) : 3x + 7 = 11 , si x = 5  22 = 16 (Falso)

r(x) : 2x + 1 = 5 , si x = 2  5 = 5 (Verdadero)

s(x) : x es un animal, si x = mesa se tendrá : mesa es un animal (Falso)

t(x) : x es un ave, si x = flamenco se tiene: el flamenco es un ave (Verdadero)

Cuantificadores

A partir de funciones proposicionales es posible obtener proposiciones generales mediante un proceso llamado de cuantificación. Asociados a la indeterminada x, introducimos los símbolos  x y  x, llamados cuantificador universal y cuantificador existencial respectivamente. Las expresiones

Para todo x, se verifica p(x) se denota por  x : p(x)
Existe x, tal que se verifica p(x) se denota por  x / p(x)

Corresponden a una función proposicional p(x) cuantificada universalmente en el primer caso, y existencialmente en el segundo.

Ejemplo: Una función proposicional cuantificada universalmente es V si y sólo si son V todas las proposiciones particulares asociadas a aquella. Para asegurar la verdad de una proposición cuantificada universalmente es suficiente que sea verdadera alguna de las proposiciones asociadas a la función proposicional.

Un problema de interés es la negación de funciones proposicionales cuantificadas. Por ejemplo, La negación de “Todos los enteros son impares” es “Existen enteros que no son impares” y en símbolos:  x / ~ p(x)
Entonces, para negar una función proposicional cuantificada universalmente se cambia el cuantificador en existencial, y se niega la función proposicional.

Ejemplo: Supongamos la proposición: Todos los alumnos de mi colegio son aplicados

La vamos a escribir en lenguaje simbólico, negarla y retraducir la negación al lenguaje ordinario.

Nos damos cuenta pronto que se trata de la implicación de dos funciones proposicionales:

p(x) : es alumno de mi colegio

q(x) : es aplicado

Tenemos:  x : p(x)  q(x)
Teniendo en cuenta la forma de negar una función proposicional cuantificada universalmente y una implicación resulta:

 x / p(x)  ~ q(x)
Y traduciendo al lenguaje ordinario resulta: Existen alumnos de mi colegio que no son aplicados.

TEMA  2

CONJUNTOS

CONJUNTO

Definición :  Es una colección de objetos bien definidos y diferenciables entre si que se llaman elementos. 

Representación

Suelen emplearse letras mayusculas para los conjuntos y minusculas para los elementos.

Pertenencia de un elemento ‘x’ a un conjunto ‘A’ se denota :  x ( A

El contenido de un conjunto se representa :

· por extensión :  encerrando todos sus elementos entre llaves. Ej :  A={1,2,3,4...}

· por comprensión :  mostrando entre llaves sus propiedades características. Ej :  A={ x(N | 1 ( x ( 4 }

· mediante ‘Diagramas de Venn’ :  Los diagramas de Venn son regiones del plano que simbolizan conjuntos. No tienen valor demostrativo salvo para refutar con un contraejemplo.

Tamaño o Cardinalidad

El tamaño de un conjunto A es su nº de elementos y se denota entre barras :  |A|

Si un conjunto tiene ( elementos se dice que es :  

· infinito numerable si ( aplicación biyectiva entre el conjunto y N.

· infinito no numerable en caso contrario. Ej : R ( porque ( ( decimales)

SUBCONJUNTO

Definición 

Un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B, si todo elemento de A es también un elemento de B. 

Si además existe algun elemento de B no pertenencientes a A, se dice que A es subconjunto propio de B.

Ojo ! :  A(B no excluye la posibilidad de que A(B, esta, es una información que ignoramos.

Representación

A subconjunto de B :  A(B, o  B(A

A subconj. propio de B :  A(B, o  B(A  (notese como desaparece la línea de igual al excluirse tal posibilidad)

PROPIEDADES DE LA RELACIÓN (
· reflexiva (cumple la relacion consigo mismo) :  A(A

· antisimetrica (no simetrica) :  si A(B y B(A ( A=B

· transitiva (B hace de intermediario) :  si A(B y B(C ( A(C

Se considera que todo conjunto no vacío tiene como subconjunto al nulo y a si mismo.

Las expresiones ‘x(A’ y ‘{x}(A’ son equivalentes, ambas expresiones significan que el conjunto que tiene    a x    como único elemento es subconjunto de A.

Algunos conjuntos

Nulo ‘(’ o ‘{}‘  :  Es aquel que carece de elementos. 

Ojo ! :  |(|=0 pero {(}(( porque este conjunto ( {(} ), tiene un elemento: el nulo.

Universal ‘U’ :  Es la colección de todos los elementos implicados en el problema a considerar.

Iguales ‘A=B’  :  Aquellos conjuntos que contienen los mismos elementos sin importar orden o repetición.

Diferencia ‘A(B’ : Es el conjunto de los elementos de A que no pertenecen a B :  A–B={x| x(A, x(B} )

Diferencia simétrica ‘A(B’ :  (A(B)–(A(B)= (A (
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(B), es decir, = { x(A o x(B | x(A (B }

POTENCIA ‘P(A)’

Es el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos posibles de A.

Para todo elemento hay 2 opciones: excluirlo o incluirlo, por lo tanto hay 2*2*2..(n veces) selecciones 

posibles. Por tanto, :  

‘ dado A de n elementos, |P(A)| = 
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 = Cn,k‘  (Incluyendo A y ()

Ej: Si A={a,b,c} ( P(A)={ (, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {b,c}, {c,a}, A }

UNIÓN, INTERSECCIÓN Y COMPLEMENTACIÓN

Conj. Unión ‘A(B’ :  Es el formado por los elementos que pertenecen al menos a alguno de los dos.

A ( B ={x ( U ( x(A ò x(B}

Conj. Intersección ‘A(B’ :  Es el formado por los elementos que pertenecen a la vez a ambos conjuntos.

A (B ={ x ( U ( x(A y x(B},

Si su interseccion es nula, se dice que A y B son disjuntos.

Complementario ‘Ac’: (De un conjunto A), es aquel cuyos elementos no son Ac ={ x | x(U, x(A}

PROPIEDADES DE LA INTERSECCIÓN, COMPLEMENTACIÓN Y UNIÓN

1º  A(( = A

A(( = (


2º  A(A = A(A = A


Idempotencia



3º  A(B  = B(A  ,  A(B = B(A

Conmutatividad



4º  (A(B)(C = A((B(C)

Asociatividad



     (A(B)(C = A((B(C)



5º  A((B(C) = (A(B)((A(C)

Distributividad



     A((B(C) = (A(B)((A(C)



6º  A(U = U



7º  A(
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8º  
[image: image8.wmf](

)

(

)

A

B

A

B

,

  

A

B

A

B

È

=

Ç

Ç

=

È


Leyes de Morgan



9º  A((A(B) = A((A(B) = A   

y otra de regalo : A(B = A(
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Demostración 8º : 
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“(” : x(
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La intersección, complementación y unión de conjuntos, se conocen como ‘Operaciones Boleanas’ en honor 
a George Boole. 

PRODUCTO CARTESIANO (A(B)

Definición

Dados A,B ( U, Se define ‘Producto Cartesiano de A por B’ (A(B) como el conjunto los elementos 

formados por todos los posibles pares del tipo (a,b) (  a(A, b(B.

Ojo ! :  (a,b) es un par ordenado, por lo tanto (a,b)((b,a) salvo que a=b, y no es lo mismo (a,b) que {a,b}

Propiedades


|A(B|=|A|·|B|
(Regla del producto)


Si tenemos A,B,C,D ( ( , entonces A(B=C(D ( A=C,B=D


?


(A(
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Las coordenadas de los pares de A(B definen un paralelogramo de lados paralelos a los ejes.

Dados A,B ( U, cualquier subconjunto de A(B se denomina ‘relación de A a B’. Si B=A, la relación se 
denomina ‘relación binaria en A’ (A(A).

Ej : Para A={1,2,3}, B={2,5}. Son relaciones de A a B : (, {(3,2)}, {(2,2),(1,2)}, A (B,...

El conjunto de todas las posibles relaciones posibles, es P(A (B), y siendo |A|=m, |B|=n, como ya vimos 
antes, tenemos que |P(A ( B)|=2mn
Aplicaciones (o Funciones -significa lo mismo- )

Definición

Se define ‘Aplicación de A a B’ (f: A(B), como la relación que asigna a todo elemento de A un único 

elemento de B.

Es decir, para ( x(A, sin excepción, ( un y solo un y(B ( y=f(x). Por ello, |A|(|B|

Es decir, una aplicación es la relación en la que el conjunto origen siempre esta cubierto.

Observese que cuando A y B son conj. finitos, el número de posibles funciones es 
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 (Regla del producto) .

En una f : A(B, A y B se llaman dominio y codominio de f.

Conceptos

· Dados f:A(B, g:C(D, se dice que f(a) y g(c) son Iguales (f=g), si y solo si : A=C y B=D.

Ojo ! : Aun cuando 2 funciones tengan un dominio común A, y se cumpla f(a)=g(a), es posible que f(g.

Ej :  Sea f : Z( Z, g : Z (Q, donde f(x)=x=g(x) para ( x ( Z . 

Pero debido al codominio : ¡f (g!, porque f es inyectiva y suprayectiva, y g solo inyectiva.

· Conj. Imagen (Im f), se define como :  Im f = {b(B ( ( a(A, b=f(a)} ;  b se denomina ‘imagen’ de a.

· F. Identidad (de un conj. en si mismo) : Se define como f:A(A  (  f(x)=x para (x(A.

· F. Inclusión : Se define como in:
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· F. Restricción

Sea f:A(B y A1(A, se denomina ‘Restricción de la función f al conjunto A1’ a la función g: A1(B

Ademas, f se denomina ‘Ampliación’ de la aplicación g.

Tipos de aplicaciones

Inyectiva

Aquella en la que no existen dos elementos de A con la misma imagen.

Por lo tanto siendo A,B finitos deben cumplir |A|(|B|. Ejemplo: la inclusión

Sobreyectiva (o  suprayectiva)

Aquella en la que todo elemento de B es imagen de un elemento de A
( B siempre esta cubierto, es decir : ( b(B ( al menos un a(A ( f(a)=b)

Por lo tanto siendo A,B finitos deben cumplir |A|(|B|

Biyectiva

Aquella que es a la vez inyectiva y Sobreyectiva.

Por lo tanto siendo A,B finitos deben cumplir |A|=|B|

Propiedad:

Sea f:A(B A,B finitos, si |A|=|B| y f es inyectiva ( también será sobreyectiva ( y también biyectiva.

TEMA  3

RELACIONES


Relación ‘R’ :
Es cualquier subconjunto de A(B que cumpla la definición de la relación en concreto.


          
Otra def.: Sean x(A,y(A y grafo(gráfica) R ( R( A(A, decimos que xRy si (x,y)(R



El nº de relaciones ó subconjuntos de A(B será 
[image: image33.wmf]2
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Relación n-aria : Cualquier subconjunto del producto cartesiano de A1( A2(...(An
(Una relación binaria sería una relación de A1(A2)

Propiedades que puede cumplir una relación :

1)
Reflexiva, si ( a(A ( aRa   

2)
Simétrica si ( a,b ( aRb ( bRa

3)
Transitiva, si ( a,b,c (  (aRb y bRc) ( aRc

4)  Antisimetrica, si ( a,b ( (aRb y bRa) ( a=b
                 

Todo elemento cumple las tres primeras consigo mismo, respecto a la 4º cuidado!, no simetrica(antisimetrica

Respecto a esto último, ver ej. 5.11 pág 126 Grimaldi.


Matriz de una relación A(B :   filas = elementos de A, columnas = elementos de B

     
 si (ai,bj) ( R , 0 si (ai,bj)
[image: image34.wmf]Ï
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Relación equivalente ’~’ : Es la relación binaria que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Clase de equivalencia ‘[x]’ :

Para ( x(A, se define “clase de equivalencia de x“ como el conjunto de las a(A ( y~x

Se cumple :
- x(a ( [x]=[y]
(prop. transitiva)

· y por tanto,  x no(a ( [x]([a] = (  pero solo para [x](( porque x([x]

Las clases de equivalencia forman una familia de subconjuntos(( y disjuntos 2 a 2, (porque por transitiva si 

tuvieran un elemento en común serían iguales), cuya unión es A.

Dos clases de equivalencia son entre si, o identicas, o disjuntas.

Ver ejemplo 5.45, pag 146 Grimaldi

Congruencia modulo n : Un ejemplo de relación de equivalencia en Z

Dado un natural p>1 se dice que “a es congruente con b módulo p” y se escribe “a(b (mod p)” 

si a=b+(p, ((Z ; es decir : [a~b] ( [a–b es múltiplo de p]

Esta relación es una equivalencia, ya que :

· es reflexiva, pues b–b es múltiplo de p para todo b ( Z .  porque b-b=0 que sera múltiplo de p para (=0

· es simétrica, ya que si a–b es múltiplo de p, entonces b–a= también es múltiplo de p.  porque b-a=-(a-b) y ( puede ser + o - porque pertenece a Z.

· es transitiva, ya que, si a–b, b–c son múltiplos de p, entonces a–c=(a–b)+(b–c) también es múltiplo de p.

porque a-c=(a-b)+(b-c)

Seran congruentes módulo p si y solo si dan el mismo resto al dividirlos por p.

Comprobación :

(  
[image: image35.wmf]m

q

p

r

n

q

p

r

1

2

=

×

+

=

×

+

ü

ý

þ

 m-n=(q1-q2)p ( p divide a (m-n)
(  
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 m-n=(q1-q2)p+(r1-r2), (r1-r2)= (m-n)-(q1-q2)p = múltiplo de p

Conjunto cociente : 

Es el conjunto de clases de equivalencia de todos los elementos de A. Se denota A/(.

A/( = { [x] (  x(A } donde [x]={ y(A ( y(x}. Nunca es vacío porque (x, [x](( porque siempre x ( [x]

Una partición es una colección de conjuntos distintos del vacío y disjuntos 2 a 2. La unión de particiones de un 

conjunto es el propio conjunto.

Propiedades del conjunto cociente :



1) para a,b ( A      , a(b ( [a]=[b]




Demos ‘(’ :
(suponemos a~b)  x([a]( x(a, y por transitiva x(a, a(b ( x(b ( x([b]





Asi vemos que para cualquier x, si x ( [a] y x ( [b], [a]=[b]

Demos ‘(’ :  (Suponemos [a]=[b]), por reflexiva a([a], y puesto que [a]=[b], entonces a([b] , y por  tanto, a~b

2) a,b ( A, a no(b ( [a]([b]=(
Demos ‘(’ :  (Demostramos que [a]([b](( es contradictorio), ( x([a]([b] ( x(a, x(b (  ¡a(b!

Corolario:

Siendo ( una relación de equivalencia en A vemos que :

· Las clases de equivalencia de A forman una partición de A ( Cada partición de A define una ~ en A.

(Si a,b están en la misma partición(a(b y [a]=[b]  ) 

· Si  ((
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 (A  entonces cada 
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 es una partición de A si A=(Ai  y  Ai (Aj=0 para i(j (2 a 2)

· Dos fracciones son ( si son equivalentes, la irreducible sera la representante de clase.

TEMA 4

CONTEO

Introducción

Las técnicas de conteo son aquellas para enumerar los elementos de un conjunto particular o evento, difíciles de cuantificar.

Por ejemplo: “ el password” de un usuario de un ordenador consiste de ocho (o siete o seis) caracteres. Cada uno de estos caracteres debe ser un dígito decimal o una letra del alfabeto. Cada password debe contener al menos un dígito.
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¿Cuántos de éstas claves de acceso diferentes pueden existir?

Los problemas de conteo surgen de las matemáticas y de las ciencias de la computación, pero también de otras muchas disciplinas científicas como la química o de situaciones de la actividad cotidiana en la industria, la gestión, etc. Por ejemplo tendremos que contar los resultados positivos de un experimento y enumerar todos los resultados para determinar probabilidades. También necesitaremos contar el número de operaciones realizadas por un algoritmo para analizar su costo computacional.

Definición

Se les denomina técnicas de conteo a las combinaciones, permutaciones y diagramas de árbol, éstas nos proporcionan la información de todos las maneras posibles en que ocurre un evento determinado.

Las bases para entender el uso de las técnicas de conteo son el principio multiplicativo y el aditivo.

Principios Fundamentales del conteo 

Principio de Adición

Si dos decisiones son mutuamente excluyentes (es decir disjuntos), la primera se puede tomar de m maneras y la segunda de n maneras, entonces una o la otra se puede tomar de  m + n maneras.
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La biblioteca de la USB tiene 40 libros de Base de Datos y 50 de Matemática Discreta. Por la regla de la suma, un estudiante puede elegir entre 40 + 50 = 90 libros para aprender de alguno de estos libros.

Principio de Multiplicación

Si un evento puede realizarse de n1 maneras diferentes, y si, continuando el procedimiento, un segundo evento puede realizarse de n2 maneras diferentes, y si, después de efectuado un tercer evento puede realizarse de n3 maneras diferentes, y así sucesivamente, entonces el número de maneras en que los eventos pueden realizarse en el orden indicado es el producto 
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Escribe todas las palabras de dos letras (que tengan o no-sentido) que empiecen con consonantes y terminen en vocal.

ba, be, bi, bo, bu

ca, ce, ci, co, cu

da, de, di, do, du

...

xa, xe, xi, xo, xu

za, ze, zi, zo, zu

[image: image239.wmf] 

Ejemplo

 


¿Cuántas de estas palabras escribiste?

21 x 5 = 105 palabras de dos letras que empiezan con constantes y terminan en vocal.

Notación Factorial

El producto de los enteros positivos desde 1 hasta n inclusive, se emplea con mucha frecuencia en matemáticas y aquí lo denotamos por el símbolo 
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 (que se lee “n factorial”):
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Conviene definir 0! = 1.

Permutaciones

Una ordenación de un conjunto de n objetos en un orden dado se llama una permutación de los objetos (tomados todos a la vez). Una ordenación de un número dichos objetos 
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, en un orden dado se llama una permutación r o una permutación de los n objetos tomados r a la vez.

Permutaciones simples (n objetos tomados todos a la vez)

El número de permutaciones que pueden formarse con n objetos distintos está dado por:
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los n objetos tomados todos a la vez

Ejemplo
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¿Cuántas permutaciones de 3 elementos se forman con 3 objetos a, b, y c?

Solución

Tenemos 3 objetos entonces n = 3

Por lo tanto 
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 permutaciones

En detalle

	Primera Posición
	Segunda Posición
	Tercera Posición

	a
	B
	c

	b
	A
	c

	b
	C
	a

	c
	B
	a

	c
	A
	b

	a
	C
	b


Permutaciones Circulares

Son las diferentes permutaciones que pueden formarse con n objetos dados, de modo que no hay ni primero ni último objeto, pues todos se hallan en un círculo cerrado. Para determinar el número de permutaciones circulares que pueden formarse con los n objetos distintos de un conjunto, basta observar que considerando fija la posición de cualquiera de los n objetos, los n-1 restantes podrán cambiar de lugar de (n-1)! formas diferentes tomando todas las posiciones sobre la circunferencia relativa al primer punto.

Luego:

[image: image241.wmf]i

2

1

=

-

[image: image242.wmf](

)

(

)

!

!

,

r

n

n

r

n

P

-

=


Ejemplo
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¿De cuántas formas diferentes pueden sentarse alrededor de una mesa 6 personas?

Si la mesa fuese circular:
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Permutaciones con Repetición

Con frecuencia se desea saber el número de permutaciones de objetos de los cuales algunos son iguales.
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El número de permutaciones de n objetos de los cuales n1 son iguales, n2 son iguales, ..., nr son iguales es:


[image: image47.wmf]!

...

!

!

!

3

2

1

n

n

n

n

×

×

×


Ejemplo

Supongamos que deseamos formar todas las posibles palabras de 5 letras usando las letras empleadas en la palabra DADDY.

Existen 5 objetos de los cuales el objeto D se repite 3 veces, el objeto A, 1 vez, el objeto Y una vez.

Entonces:

n = 5            
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Luego:
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Se pueden formar 20 palabras diferentes de 5 letras

Permutaciones de n Objetos tomados r a la  vez

El número de permutaciones de n objetos tomados r a al vez lo denotamos por:
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Cuya fórmula es:

[image: image247.wmf] 



Ejemplo

Hallar el número de permutaciones de 6 objetos, a saber, a, b, c, d, e, f, tomados tres a la vez. En otras palabras, hallar el número de “palabras de tres letras diferentes” que pueden formarse con las seis letras mencionadas.

Representamos las palabras de tres letras por tres cajas:
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La primera letra puede escogerse de 6 formas diferentes; luego, la segunda letra se puede escoger de 5 formas diferentes; y después, la última letra se puede escoger de 4 formas diferentes.

[image: image251.wmf]B

A

R

 

 

C

Ì

[image: image252.wmf] 

[image: image253.wmf](

)

{

}

R

b

a

A

a

D

R

Î

Î

=

,

/



[image: image50.wmf]120
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 posibles palabras de tres letras sin repetición, o hay 120 permutaciones de 6 objetos tomados 3 a la vez.

Aplicando la fórmula 
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[image: image254.wmf](

)

{

}

R

b

a

B

b

I

R

Î

Î

=

,

/


Variaciones con Repetición

Son arreglos o variaciones de r objetos de n objetos diferentes disponibles, cuando cada objeto puede repetirse una, dos o más veces hasta r en cualquier ordenamiento.
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El número de todos los arreglos con repetición de r objetos que pueden formarse a partir de n objetos dado es:                

Combinaciones

Supongamos que tenemos una colección de n objetos. Una combinación de estos n objetos tomados de r a la vez, o una, combinación r, es un subconjunto de r elementos. En otras palabras, una combinación r es una selección de r o de n objetos donde el orden no se tiene en cuenta.

El número de combinaciones de n objetos tomados r a la vez lo denotamos por:
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Cuya fórmula es:
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Ejemplo
Las combinaciones de las letras a, b, c, d tomados 3 a la vez son:

	a
	b
	c

	a
	c
	d

	a
	b
	d

	b
	c
	d
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Aplicamos la fórmula: 

Analizando el siguiente esquema:

	Combinación
	Permutación

	a b c
	abc, acb, cab, cba, bca, bac

	a c d
	adc, dac, dca, cda, cad, acd

	a b d 
	abd, adb, dab, dba, bda, bad

	b c d
	bcd, bdc, dbc, dcb, cdb, cbd 


Combinaciones con repetición

Al regresar a casa después de una práctica de carrera en pista, siete estudiantes de bachillerato se detienen en un restaurante de comida rápida, donde cada uno puede comer lo siguiente:

· una hamburguesa con queso

· un hot dog

· un taco 

· un sándwich de atún

¿Cuántas compras diferentes son posibles?

Sean q, h, t y p las hamburguesas con queso, el hot dog, el taco y el sándwich de atún, respectivamente. Aquí nos interesa el número de artículos comprados y no el orden en que son adquiridos, de modo que el problema es de selecciones o combinaciones con repetición.

	q
	q
	h
	h
	t
	t
	p

	q
	q
	q
	q
	h
	t
	p

	q
	q
	q
	q
	q
	q
	p

	h
	t
	t
	p
	p
	p
	p

	t
	t
	t
	t
	t
	p
	p

	t
	t
	t
	t
	t
	t
	t

	p
	p
	p
	p
	p
	p
	p


El número de combinaciones de r objetos tomados de los n objetos dados, de manera que estos objetos pueden repetirse, está dado por:
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Ejemplo

Una pastelería ofrece cinco tipos distintos de pasteles. Si se supone que hay al menos una docena de cada tipo, al entrar en al pastelería, ¿de cuántas formas se podrá seleccionar una docena de pasteles?

Solución

De los cinco tipos de pasteles se pueden elegir una docena, puesto que cada tipo tiene al menos una docena entonces:

[image: image258.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

6

,

3

,

8

,

1

,

6

,

1

,

4

,

1

,

2

,

1

=

R

[image: image259.wmf]{

}

3

,

1

=

R

D


[image: image260.wmf]{

}

8

,

6

,

4

,

2

=

R

I



[image: image56.wmf](

)

1820

24

13

14

15

16

!

12

!

4

!

16

12

,

1

12

5

16

12

1

12

5

12

=

×

×

×

=

×

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

+

-

+

C


Binomio de Newton

Si a y b son números reales diferentes de cero, se puede establecer que:
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Los coeficientes en este producto siguen una regla que es mostrada en e siguiente esquema, conocida como el triángulo de Pascal.
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Expresando 
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Sea el símbolo 
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La conexión entre estos símbolos entre estos símbolos y los coeficientes de las expresiones 
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 se ve claramente del hecho que el triángulo de pascal puede escribirse ahora así:
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A esta expresión se le denomina el teorema del binomio.

Donde:
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    donde r = 0,1,2,...,n 

Propiedades 

1. Es un polinomio entero, ya que sus coeficientes son enteros por ser números combinatorios.

2. Es un polinomio homogéneo del grado n respecto de las letras a y b
3. es un polinomio completo de n +1 términos, ya que los exponentes de a van disminuyendo sucesivamente desde n a 0

4. Los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos son iguales, lo cual es evidente por ser números combinatorios de grados complementarios.

5. El exponente de a en cada término es igual al número de términos que le siguen, y el de b al de los que le preceden

6. Los términos centrales en el desarrollo de un binomio 
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Consecuencias Prácticas

1. Si los términos del binomio tienen signos contrarios, los términos del desarrollo serán alternativamente positivos y negativos, siendo negativos los que contengan potencias impares del término negativo del binomio. Basta sustituir en el desarrollo a por –a
2. Si los dos términos del binomio son negativos, todos los términos del desarrollo serán positivos o negativos, según que el exponente sea par o impar. Se tiene en efecto.
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Tema 5

Relaciones

3.1 Relaciones de A en B

Designamos por A y B dos conjuntos:

A conjunto de vendedores

B conjunto de productos

Pedimos a cada vendedor elementos del conjunto A que venda productos del conjunto B.

Se dice que la relación definida es una relación de A en B
Representémosla por un gráfico, teniendo en cuenta los diversos casos posibles.
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Los conjuntos A y B son disjuntos.
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Los conjuntos A y B son disjuntos y todo vendedor A vende todo producto de B
Esta vez, de todo punto de A parte una flecha a cada uno de los puntos de B
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Ejemplo
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Se tiene pues, 
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El producto A x B es el conjunto de los pares ordenados (a ,b) tales que:
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Luego se tiene P(a ,b) una propiedad relativa a los elementos 
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, en es orden. P(a ,b) es una proposición verdadera. De este modo queda definido un subconjunto  
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llamado relación.

En el ejemplo anterior la propiedad P(a,b) que vincula al conjunto A con B es:
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P(a, b): a vende producto b
Para indicar que un par ordenado (a, b) pertenece a la relación se escribe:
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Representación en gráfico cartesiano

Del ejemplo anterior (Vendedores y Productos) se tiene:
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3.2 Dominio, Imagen. Relación Inversa

Consideremos una relación R entre los conjuntos de A y B. Si (a, b ) ( R diremos que b es una imagen de a través de R, y que a es un antecedente o preimagen de b por R
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Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admite imagen en B.
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Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admite un antecedente en A.
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Relación inversa de R es el subconjunto de B Χ A definido por: 
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3.3 Composición de relaciones

Sea R una relación de A en B, y S una relación de B en C.

[image: image323.wmf]Es decir:  
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La relación S ○ R se llama compuesta (composición) de las relaciones A y B. Definimos:
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Así, la relación S ○ R asocia a un elemento de DR con uno de IS.
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Propiedades de la Composición

Sean R , S y T relaciones entre conjuntos que admiten las siguientes propiedades:
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donde: 
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Relaciones definidas en un conjunto

Sea R una relación de A en B. Si A y B son iguales, se dice que 
[image: image95.wmf]B
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 es una relación definida en A. En adelante nos limitaremos a esto.

Propiedades de las relaciones 

La matemática y muchas otras ciencias hacen uso constante de las relaciones.

Por eso es importante esbozar una especie de clasificación y poner en evidencia ciertas clases de relaciones que tienen importantes propiedades comunes.
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Una relación se llama reflexiva si y solamente si, su gráfico presenta un lazo en cada uno de sus puntos.

	REFLEXIVIDAD

	En todo punto del gráfico.
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Formalmente:
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Relaciones no reflexivas

Se dice que una relación R en un conjunto A es no reflexiva si existe algún elemento que no está relacionado consigo mismo. Es decir
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Y sea:
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Antireflexiva

Una relación se llama antireflexiva si y solo sí su grafico no presenta ningún lazo.

	ANTIREFLEXIVIDAD

	¡ningún lazo!
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Formalmente:
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Y sea:
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Una relación es simétrica si cada vez que sus gráfico presente una flecha que va de x a y, presenta también una que va de y a x.

	SIMÉTRICA
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En todo par de puntos
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Formalmente:
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Una relación es, pues, simétrica  si y solamente sí, es igual a su recíproca.
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Observe que:
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Relaciones no simétricas
Una relación R, definida en un conjunto A es no simétrica si existe algún par (x, y) en la relación, pero su transpuesta (y, x) no pertenece a ella.

Formalmente:
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Relaciones Asimétricas

Una relación R en un conjunto A es asimétrica si un par (x, y) pertenece a la relación, entonces su transpuesta (y, x) no pertenece a ella.

Formalmente:
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Y sea


 EMBED Equation.3  
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Una relación es transitiva 

Si y solo sí

Su gráfico satisface la condición


Si 


Y esto cualquiera que sean los puntos x, y ,z diferentes o no.

	TRANSITIVA

	Si cada una de las letras x, y, z designa un punto del gráfico





Formalmente:
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Relaciones no transitivas

Una relación R en un conjunto A se dice que es no transitiva si existen pares (x, y) y (y, z) que pertenecen a R pero el par (x, z) no  pertenece a ella.

Formalmente:
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[image: image103.wmf]


Relaciones atransitivas

Una relación R en un conjunto A se llama atransitiva si, cualquiera que sean los pares (x, y) y (y, z) que pertenecen a la relación, entonces el par (x, z) no pertenece a ella. Es decir:
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Entonces R es una relación atransitiva, ya que:

 EMBED Equation.3  
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Una relación es antisimétrica si y solo sí su gráfico no presenta jamás simultáneamente una flecha que vaya de a a b, 
[image: image107.wmf]a

b
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, y una flecha que vaya de b a a.

	ANTISIMÉTRICA

	Ninguna ida y vuelta





Formalmente:


Sea


       


Una relación es a la vez simétrica y antisimétrica si y solo sí su gráfico presenta solamente lazos

Y sea

Entonces R es una relación antisimétrica ya que se verifica.

Todas las proposiciones son verdaderas; entonces R es antisimétrica



Clases de Equivalencia

Pedro está en silencio, trabaja con su colección de estampillas. Pequeñas pilas anidadas se van levantando poco a poco. La tarea ha llegado a su término; ¡las estampillas están clasificadas por país!. Así es como Pedro aprende a conocer mejor su querida colección.

Pero Pedro también clasifica sus estampillas por color, por valor, impreso, etc.

Los hombres actúan frente a las situaciones más diversas como Pedro frente a sus estampillas; para conocer, retener,..., clasificar.

Clasificamos nuestras palabras en sustantivos, adjetivos, verbos, adverbios, pronombres, conjunción, proposiciones, artículos.

Clasificamos los animales en vertebrados e invertebrados.

Clasificar un conjunto E es dar una participación P del conjunto E.

¿Quieres recordar la definición de partición?

· Se llama partición del conjunto E, todo conjunto P de partes no vacías de E tal que todo elemento de E pertenece a uno, y solo uno, conjunto – elemento de P.

· Los elementos de P se llaman clases de la partición.

Cuando Pedro distribuye su colección en pequeñas pilas, crea una partición por que:

· Ninguna pila es vacía

(
Toda estampilla está en una pila, y

(
En una sola

Estas particiones provienen casi siempre de relaciones tales como:

... es del mismo país que...

...es del mismo color que...

Inversamente, de toda partición P surge una relación

...pertenece a la misma clase de P que...?

Esta relación es reflexiva, transitiva, simétrica.

Así, la relación 

...es un elemento de la misma clase de P que...

¡es una equivalencia!

Relaciones de Equivalencia

Toda relación binaria definida en un conjunto A, que es a la vez Reflexiva, Transitiva, Simétrica se llama EQUIVALENCIA de notada por “~”.

Para indicar que x está relacionada con xRy se escribe “x~y” y se lee “x es equivalente a y”.

Sea

Y sea 
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Probar si R es de equivalencia

a) ¿R es reflexiva?
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Luego R es reflexiva

b) ¿R es simétrica?
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1~2  (   2~1   es Verdadero

Luego R es simétrica

c) ¿R es  transitiva?
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Luego R es de transitiva

( R es de equivalencia

Gráficamente:

¿Cómo determinamos las clases de equivalencia en un conjunto?

Sea R una relación definida en un conjunto E.

Piense en su gráfico.

Este hace aparecer una partición de E

Pondrás dos puntos diferentes de E en una  misma clase de la partición, si y solo sí, están unidos por una línea del gráfico, es decir, si y solo sí, se puede ir de uno de estos puntos al otro siguiendo las líneas del gráfico sin prestar atención al sentido de las flechas.


Formalmente

Sea “~” una relación de equivalencia definida en un conjunto 
[image: image114.wmf]F
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 y sea 
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. La clase de equivalencia de a (que contiene a) se define como el conjunto de todos los x de E tales que sean equivalentes al a. Se denota esta clase de equivalencia por:




Si b pertenece a la clase de equivalencia de a, entonces la clase de equivalencia de b y la de a son idénticos, es decir: 


Este teorema  muestra que una clase de equivalencia queda determinada por cualquiera de sus elementos, llamados representante de la clase.

Conjunto de Índices

Sea 
[image: image116.wmf]F

¹
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 un conjunto dotado de una relación de equivalencia. Se denomina conjunto de índices a un conjunto formado por los representantes de cada clase de equivalencia. Es decir:


Conjunto cociente

Sea “~” una relación de equivalencia en un conjunto A. El conjunto de todos las clases de equivalencia de los elementos de A se llama conjunto cociente de A por ~, se escribe:


Es decir:


Relaciones de orden 

Las sociedades están jerarquerizadas: cada uno debe obediencia a sus superiores.

Una jerarquía, en una sociedad, define una relación en el conjunto de sus individuos.

Veamos cuáles son las propiedades de tales relaciones.

Si x debe obedecer a y, se trazará una flecha de x a y.

El soldado debe obedecer al cabo, éste al sargento, el sargento al teniente, etc.

Si el soldado tiene el privilegio de encontrar un teniente, le deberá obediencia.

La relación definida por una jerarquía debe ser transitiva.


Esta situación en una jerarquía será catástrofe

La relación definida por una jerarquía debe ser antisimétrica

Relaciones de orden amplio

Una relación R en un conjunto A se llama relación de orden amplio o simplemente relación de orden si:

i. Es reflexiva           
[image: image117.wmf]xRx
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ii. Es antisimétrica    
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iii. Es transitiva          
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Relaciones de orden parcial y total

Sea  R una relación de orden en A
i) R es de Orden Parcial si y solo sí existen pares de elementos incomparables, es decir:
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ii) El Orden Total en caso contrario, es decir:
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[image: image122.wmf]£


Relaciones de orden estricto

Una relación R definida en un conjunto A, se llama relación de orden estricto si es:

i) Antireflexiva                   

ii) Asimétrica                       

iii) Transitiva         

Al igual que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial o total.                  

Tema 6

FUNCIONES

Funcion Inyectiva

Las funciones inyectivas o univalentes son aquellas en que todo segundo componmente del par ordenado (x,y); es correspondiente de un solo primer componente.

f(x1) = f(x2)
(x1) = (x2)


Dominio 


    Codominio

Funcion Suryectivas o Sobreyectivas

Son aquellas en el que el segundo componente del par ordenado (x,y) es cualquier numero real (El codominio de la funcion debe ser todos los numeros reales Cf= R)

y=F(x)

;y Є R

Ejm1: analizar las siguientes funciones 

a) f(x)= 2x+1

    f= {(0,1),(1,3),(2,5),…}







R.- Es funcion inyectiva , es suryectiva

b) f(x)=x3-6x2+5x

f= {(0,0),(1,0),(2,-6),…}


R.- funcion  no inyectiva

c)
f(x) =x2
f= {(1,1),(-1,1),(2,4),…}


R.- Funcion No sobreyectiva

Graficación de Funciones

Analizar las siguientes funciones reales

a) f(x) = 4 - x2

R.- Todos los elementos del dominio (x) estan relacionados, es una funcion.

La relacion no es de 1 a 1 (No. inyectiva)

La relacion no incluye a todos los elementos del codominio (y) (NO suryectiva) no existe y>4

Por tanto la F.  No es biyectiva
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 b)
f(x) = 3X - 2
R.- Todos los elementos del dominio (x) estan relacionados, es una funcion.

La relacion es de 1 a 1 (f. inyectiva)

La relacion incluye a todos los elementos del codominio (y) (F. suryectiva)

Por tanto la F. es biyectiva


[image: image124]
Funciones Inversas

Si la f. es el conjunto de pares ordenados (a,b); siendo f inyectiva. Entonces el conjunto de pares ordenados (b,a) es la funcion inversa y se denota por f-1

Ejm:

a)
hallar f(x)-1 de:

f(x) = 2x + 1

y= 2x +1

x(y  ; y(x

x=2y +1


y= (x-1)/2

f(x)-1=(x-1)/2

b)
hallar f(x)-1 de:

f(x) = {(1,2),(11,3),(a,x),(c,z)}

f(x)-1= {(2,1),(3,11),(x,a),(z,c)}

c)
hallar f(x)-1 de:

f(x) = {(1,2),(-113,4),(-3,9)}

f(x)-1= No existe por que g no es inyectiva (los 1ros comp. Se convierten en 2dos.comp.  de la f. inversa

Clasificacion de Funciones

Se clasifican en :

FUNCIONES POLINOMICAS

FUNCIONES ALGEBRAICAS

FUNCIONES EXPONENCIALES

FUNCIONES LOGARITMICAS

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

FUNCIONES HIPERBOLICAS

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

FUNCIONES ESPECIALES

Todas estas funciones se estudiaran separadamente pese ala relacion existente entrre ellas

FUNCIONES POLINOMICAS

Son aquellas  que responden a la forma general 

f(x) = a n  x n + a n-1  x n-1+ …. + a 1  x + x    donde:

a n  ,a n-1  , a 1  : son constantes reales; n es un natural ( entero positivo), el dominio de todas las funciones polinomicas es de todos los reales (D f : x  pert. a R).

Ejm. Determinar si las siguientes funciones son polinomicas o no y hallar el grado que tienen

a) f(x) = 3x 5 + 2x 3+ 8x     

Es F. polinómica de grado 5 

b)  f(x) = 2 1/2x 7 - 4x 2+ 1     

Es F. polinómica de grado 7 

c)
f(x) = 3x ½ -  x 2 

 NO Es F. polinómica por la raiz 

FUNCIONES ALGEBRAICAS

Son aquellas  que responden a la forma general 

Pn(x) y n + Pn-1(x) y n-1+ …. + P1(x) y + P0(x) = 0 donde:

Pn(x) ,Pn-1(x) + …. + P1(x)  : son polinomios en x

n : es un natural ( entero positivo)

Ejm. Determinar si las siguientes funciones son Algebraicas o NO, analizar sus características y graficar:

1)

y= 1/(x-3)

R.- 

Dominio : 


Df : x  Є R; x≠ 3

Intersecciones:






con x; ( y=0





f(x,y) = y-1/(x-3)=0





f(x,0) = 0-1/(x-3)=0







       1=0 ( No existe interseccion al eje x





con y; ( x=0





f(x,y) = y-1/(x-3)=0





f(0,y) = y-1/(0-3)=0







    y = - 1/3

Simetrías:

Simetrías con x:




f(x,y) = 
f(x,-y)

    y-1/(x-3) ≠   (-y) -1/(x-3)=0

no hay simetria

Simetrías con y:




f(x,y) = 
f(-x,y)

              y-1/(x-3) ≠   (-y) -1/(-x-3)=0

no hay simetria

Simetrías con el origen 




f(x,y) = 
f(-x,-y)

             y-1/(x-3) ≠   (-y) -1/(-x-3)=0

Asintotas

Asintotas Verticales

f(x,y) = y-1/(x-3)=0


       

        y = 1/(x-3)
As. Verical en x=3

Asintotas Horizontal

f(x,y) = y-1/(x-3)=0

  xy-3y=1




        x =(3y +  1)/y

As. Horizontal y=0

2)

y =  x 2 – 4/( x 2  - 9)

R.- 

Dominio : 





f(x,y) = y- (x 2 – 4)/( x 2  - 9)=0





        y= (x 2 – 4)/( x  - 3)(x+3)





       Df : x  Є R; x≠ 3 , x≠ -3

Intersecciones:






con x; ( y=0





f(x,y) = y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)=0





f(x,0) = 0-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)=0






x=2 ,x=-2





con y; ( x=0





f(x,y) = y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)=0





f(0,y) = y-(0 2 – 4)/( 0 2  - 9)=0






y = 4/9

Simetrías:

Simetrías con x:


f(x,y) = 
f(x,-y)

     y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)≠   -y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)

no hay simetria

Simetrías con y:


f(x,y) = 
f(-x,y)

     y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)≠   y-((-x) 2 – 4)/((- x) 2  - 9)

si hay simetria

Simetrías con el origen 


f(x,y) = 
f(-x,-y)

     y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9)  ≠   -y-((-x) 2 – 4)/((- x) 2  - 9)

Asintotas

Asintotas Verticales

f(x,y) = y-(x 2 – 4)/( x 2  - 9=0


        y = (x 2 – 4)/( x 2  - 9)

As. Verical en x=3, x= -3

Asintotas Horizontal

f(x,y) =y- (x 2 – 4)/( x 2  - 9)=0


        x =((9y -4)/(y-1))1/2

As. Horizontal y=1


[image: image125]
FUNCIONES EXPONENCIALES

Son aquellas  que responden a la forma general 

f(x) = a x      donde: a>0

donde a, es una constante positiva, el dominio de todas las funciones exponenciales es de todos los reales (D f : x  pert. a R)

FUNCIONES LOGARITMICAS

Son aquellas  que responden a la forma general 

f(x) = Log a X      ; a>0 ; a ≠ 1
donde: Log a  es el logaritmo en base a, de la variable x.

El dominio de todas las funciones logaritmicas  es de todos los reales positivos  (D f : x  pert. a R + )

El Codominio de todas las funciones logaritmicas  es de todos los reales   (C f : x  pert. a R )

Las funciones logaritmicas con inyectivas y suryectivas por tanto son biyectivas

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

FUNCIONES ESPECIALES

Citamos por ejemplo

FUNCION VALOR ABSOLUTO:
Se denota y define de la siguiente manera








x        x>0

f(x)=    | x |   ‌‌        0        x=0




-x       x<=

FUNCION  PARTE  ENTERA
Asiga a todo nuemro real el entero inferior mas proximo,  Se denota y define de la siguiente manera:







………………………







-2      -2≤ x < -1

f(x)=  || x ||  ‌‌       



 -1     -1 ≤ x <0




0        0 ≤ x <1




1        1 ≤ x <2





2       2 ≤ x <3

Ejemplos de aplicación:

a)Analizar y graficar 

f(x)=    | x-2 |

|  ‌‌       






(x-2)        x>2

f(x)=    | x-2 |   ‌‌    0               x=2




-(x-2)       x<2

x 0 1 2 3 4 




y 2 1 0 1 2 


c) f(x)=  || 3.56 ||  

f(x)=  3  

d) f(x)=  || -5 ||  

f(x)=  -5|  

e) f(x)=  || 0.99 ||  

f(x)=  0

TEMA  6

NÚMEROS COMPLEJOS

Los algebristas del los siglos XV y XVI, al buscar una solución para algunas ecuaciones de segundo grado, por ejemplo  x2 + 1 = 0, se encontraron con  
[image: image126.wmf]x

=
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. Afirmaban que las ecuaciones no tenían solución, ya que no hay ningún número real cuyo cuadrado sea un número negativo. Este hecho implicaba la conveniencia de “definir” nuevos números de la forma:  
[image: image127.wmf]i

b
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  donde a y b son números reales e i es 
[image: image128.wmf]-

1

, que permitieran resolver cualquier ecuación de segundo grado. Estos nuevos números se llaman números complejos ( C ).

Ejemplo:



 
La ecuación de segundo grado:
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tiene como solución:
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que expresaremos como
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1.Definición.

Se llama número complejo a toda expresión de la forma 
[image: image132.wmf]z

a

bi

=
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 donde a y b son números reales; i es la unidad llamada imaginaria, definida por las ecuaciones: 
[image: image133.wmf]1
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  o  
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 ; a es la parte real y b es la parte imaginaria del número complejo.

Si a = 0, el número complejo 
[image: image135.wmf]bi

bi
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0

, es un número imaginario puro; si  b = 0, se obtiene el número real  
[image: image136.wmf]a
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Dos números complejos son iguales si:

[image: image137.wmf](
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es decir, si son iguales sus partes reales e imaginarias por separado.

Un número complejo es igual a cero si: 
[image: image138.wmf]0
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Representación gráfica.

Sobre el eje de abcisas se representa la parte real a del número complejo y sobre el eje de ordenadas la parte imaginaria b. El número complejo 
[image: image139.wmf](

,

)

a

b

 queda representado por el punto P(a,b) del plano de coordenadas.

A cada número complejo 
[image: image140.wmf](

,

)

a

b

 corresponde un punto P que se llama su afijo, y recíprocamente, a cada punto corresponde un número complejo. De este modo queda establecida una aplicación biyectiva entre los puntos del plano y los números complejos.

Si escribimos 
[image: image141.wmf](
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 y consideramos la relación vectorial correspondiente, podemos escribir: 
[image: image142.wmf]z
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 que llamaremos forma binómica del numero complejo z . Cuando aparezca escrito como 
[image: image143.wmf](

,
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 diremos que está en forma cartesiana.

El origen de coordenadas O y el punto P determinan un vector 
[image: image144.wmf]OP
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 que se puede considerar la representación vectorial del número complejo 
[image: image145.wmf](

,
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b

. La longitud r del vector  
[image: image146.wmf]OP
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se llama módulo del número complejo 
[image: image147.wmf]a
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  y su expresión es  
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Complejos conjugados y complejos opuestos.

Dos números complejos se llaman conjugados si tienen iguales sus componentes reales y opuestas sus componentes imaginarias. Se expresan de la forma siguiente: 
[image: image149.wmf]z
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bi

=

+

 y 
[image: image150.wmf]bi
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. Gráficamente son simétricos respecto del eje real (eje de abcisas).

Dos números complejos se llaman opuestos si tienen opuestas sus dos componentes. Se expresan de la forma siguiente: 
[image: image151.wmf]z
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 y 
[image: image152.wmf]-
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. Gráficamente son simétricos respecto del origen de coordenadas.

Propiedades:
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Forma trigonométrica de un complejo.

Designemos por 
[image: image161.wmf]a

 y r  ( r ( 0 ) las coordenadas polares del punto P( a , b ) tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la dirección positiva del eje OX. En este caso tenemos las expresiones siguientes:
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La expresión 
[image: image163.wmf](
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 se llama forma trigonométrica del número complejo 
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 y las magnitudes r y ( se expresan en función de a y b mediante las fórmulas: 
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El número r se llama módulo y ( argumento del número complejo 
[image: image166.wmf]i
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. Si (([ 0, 2( [, obtenemos el argumento principal.

Operaciones con números complejos. En forma binómica
Suma y resta:
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Producto:
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Cociente:
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Raíz cuadrada:
Si 
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)

a

bi

x

yi

a

bi

x

yi

x

y

xyi

+

=

+

Þ

+

=

+

=

-

+

2

2

2

2


igualando las partes real e imaginaria resulta el sistema: 
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resolviendo el sistema se tiene la solución.

Operaciones con números complejos. En forma trigonométrica
Producto:
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Cociente:
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Operaciones con números complejos. En forma polar
La forma trigonométrica de un complejo sugiere que éste quede perfectamente determinado por su módulo r y un argumento (. 

Si escribimos 
[image: image174.wmf](
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 también tenemos una expresión que pone de manifiesto los valores del módulo y un argumento. Se le conoce por forma polar de un número complejo.

El producto en forma polar quedaría:
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Como


El cociente en forma polar quedaría:

[image: image176.wmf]b
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Forma de Moivre para el producto.


[image: image177.wmf](
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Forma de Moivre para la potencia.


[image: image178.wmf](
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Consecuencia:
Considerando un complejo de módulo la unidad: 
[image: image179.wmf](
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 y desarrollando el primer miembro según la fórmula del binomio de Newton e igualando las partes reales e imaginarias, podremos expresar 
[image: image180.wmf]a
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 en función de 
[image: image182.wmf]a

Sen

 y 
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Raíces n-ésimas de un complejo.


Definición:
z1 es una raíz n-ésima de z si 
[image: image184.wmf]z
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Teorema: 
Todo complejo z ( 0 tiene exactamente n raíces n-ésimas distintas en C.

Sea 
[image: image185.wmf](
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Supongamos que 
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 es una de sus raíces n-ésimas.

Deberá verificarse: 
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Deberán coincidir los módulos: 
[image: image189.wmf]n
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 (su valor aritmético, real y positivo)

Para que los complejos de módulo unidad 
[image: image190.wmf]F
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 coincidan, n( y ( deberán ser dos argumentos del mismo complejo. En otras palabras, 
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Resumiendo: Las raíces n-ésimas de z son de la forma: 
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La raíz n-ésima de número real A, distinto de cero, también tiene n valores, puesto que en número real es un caso particular del número complejo y puede ser representado en forma trigonométrica:
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Interpretación geométrica de las raíces n-ésimas de z

Se observa que todas las raíces tienen el mismo módulo: 
[image: image195.wmf]n
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. Por ello, los afijos de la n raíces están situados sobre la circunferencia de centro el origen y radio 
[image: image196.wmf]n
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Si ( es un argumento de z, un argumento de z1 es 
[image: image197.wmf]n
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. Si dividimos los 2( radianes en n partes, cada una de ellas mide 
[image: image198.wmf]n
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Así el afijo de z2 se obtiene girando el de z1 en 
[image: image199.wmf]n
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 radianes; el de z3 girando el de z2 otra vez un ángulo de 
[image: image200.wmf]n
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 radianes, y así sucesivamente.

Solución de la ecuación binomia.

La ecuación 
[image: image201.wmf]A
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  se llama binomia. Las raíces de esta ecuación serán:

Si A es un número real positivo:
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Si A es un número real negativo:
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Si A es un número complejo, los valores de x se hallan según la expresión general.

Función exponencial de exponente complejo y sus propiedades.

Sea 
[image: image204.wmf]yi
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 , si x e y son variables reales, z es una variable compleja. Consideremos la función exponencial de variable compleja: 
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Los valores complejos de la función f(z) se definen del modo siguiente: 
[image: image206.wmf](

)

y

Sen

i

y

Cos

x

yi

x

e

e

×

+

×

=

+


Propiedades:

Sean z, z1 y z2  números complejos y m un número entero, entonces:
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)

z

m

m

z

e

e

×

=






[image: image210.wmf]z

i

z

e

e

=

p

+

2


Se cumplen las reglas de derivación de la función exponencial de variable real.

Fórmula de Euler. Forma exponencial de un número complejo.

Consideremos un número imaginario puro, la fórmula de Euler expresa la relación entre la función exponencial de exponente imaginario y las funciones trigonométricas y es: 
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 de la podemos deducir las expresiones de seno y coseno en función de ellas.
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Forma exponencial de un número complejo:

Sea z un número complejo en forma trigonométrica: 
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 donde r es el módulo y ( un argumento. Según la fórmula de Euler: 
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 y todo número complejo puede ser representado en forma exponencial.

Logaritmos de números complejos.

Sea z un número complejo, por definición de logaritmo tenemos: 
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Si  
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Luego 
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 para k = 0 tenemos el valor principal: 
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Ejemplo:  Ln ( 3 + 4i ) = 1,60944 + ( 0,2+2k( ) i

Potencia de base y exponente complejo.

Sean   z  y   w ( C, con z ( 0.   Se define 
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TEMA  7

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

1 Anillos e ideales. Operaciones. Divisibilidad y factorización.

1.1
Anillos e ideales. Operaciones.

1.2
Divisibilidad

Definición 1.1 Sea A un dominio de integridad.

1.
Sean a; b 2 A, con a 6 = 0. Se dirá a que a divide a b, o que a es un divisor de b si existe c 2 A tal que b = ac. Este elemento c es ´ único por ser A un dominio de integridad, y se le designará a por b=a. También se dirá a, en este caso, que b es divisible por a. Se escribirá  a y b para designar esta relación.  Es evidente que una unidad divide a cualquier otro elemento de A.

2.
Se dirá a que a y b, con a; b 6 = 0, son asociados si a j b y b j a. En este caso se puede escribir b = ac y a = bc0, luego a = acc0, de donde a(1 ¡ cc0) = 0, y así cc0 = 1. De aquí se ve ya fácilmente que a; b son asociados si y solo si uno de ellos es igual al otro multiplicado por una unidad.

3.
Sean a; b 2 A distintos de cero. Un máximo común divisor de a y b es un elemento d 2 A que verifica:

(a)
d j a y d j b.

(b)
Si d0 2 A es tal que d0 j a y d0 j b, entonces d0 j d.

De lo anterior se deduce que, si d; d0 son dos máximos comunes divisores

de a; b, entonces d j d0 y d0 j d, luego son asociados. así pues, el máximo

común divisor de a; b esta unívocamente determinado, salvo producto por

unidades, y se escribe m: c: d:(a; b).

4.
Sean a; b 2 A, distintos de cero. Un mínimo como un múltiplo de a y b es un elemento m 2 A que verifica:

(a)
a j m y b j m.

(b)
Si m0 2 A es tal que a j m0 y b j m0, entonces m j m0.

De lo anterior se deduce que, si m; m0 son dos mínimos comunes múltiplos

de a; b, entonces m j m0 y m0 j m, luego son asociados. así pues, el mínimo

cómo un múltiplo de a; b está unívocamente determinado, salvo producto por

unidades, y se escribe m:c:m:(a; b).

PRACTICA #2

INDUCCIÓN MATEMATICA

Resolver todos los incisos para  1)   S(1), S(2),S(3)      2)S(n)
3) S(k) , S(k+1) 

a)    
[image: image223.wmf]å

=

+

=

+

n

i

n

n

i

i

1

)

1

/(

)

1

(

/

1



b)
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c)
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NUMEROS ENTEROS

1)Hallar el residuo y cociente de las siguientes expresiones

a) a= 30   b=6
b) a=89 b=4   c) a=36 b=4

2) hallar el mcd por el algoritmo de euclides de:

a) m.c.d(934,895) 
b) m.c.d.(88,25)   c) m.c.d.(360,245)
d) m.c.d. (900,400)

PERMUTACION

1) Se tienen 3 libros: uno de aritmética (A), uno de biología(B) y otro de cálculo(C), y se quiere ver de cuántas maneras se pueden ordenar en un estante.

2) Se tienen 7 libros y solo 3 espacios en una biblioteca, y se quiere calcular de cuántas maneras se pueden colocar 3 libros elegidos; entre los siete dados, suponiendo que no existan razones para preferir alguno.

PERMUTACIONES CON REPETICIÓN

3) ¿Cuántas permutaciones pueden formarse con las letras de la palabra BONDAD?

4) ¿De cuántas maneras se pueden ordenar las letras de la palabra AMASAS?

COMBINACIÓN 

5) Un hospital cuenta con 21 cirujanos con los cuales hay que formar ternas para realizar guardias. ¿Cuántas ternas se podrán formar? 

6)Hay en clase 25 alumnos. ¿En cuántas formas diferentes pueden sentarse en los pupitres?

7) hallar el valor de x de:

a)







b)
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c)







d)
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BINOMIO DE NEWTON

1) hallar el termino de x15 en el desarrollo de (2/x – x3)10
2) Hallar el termino independiente de x, en el desarrollo de: (x2/2+3/2x)9
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Ejemplo
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En la práctica puedes aplicar la propiedad distributiva teniendo en cuenta que �EMBED Equation.3���





En la práctica se multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador








El módulo del cociente es el cociente de los módulos.


Un argumento del cociente es la diferencia de los argumentos.





El módulo del cociente es el cociente de los módulos.


Un argumento del cociente es la diferencia de los argumentos.
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Nota
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 n = 5            tipos





r = 12           selecciones
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Sean los conjuntos � EMBED Equation.3  ��� y  � EMBED Equation.3  ���.


Se define la siguiente relación R (divisor) de A en B:
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Entonces:
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Sean los conjuntos  � EMBED Equation.3  ��� y  � EMBED Equation.3  ���





Se define � EMBED Equation.3  ���mediante
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Luego
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La relación inversa es:
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En diagrama de Venn se tiene:
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Representación gráfica cartesiana:
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R no es reflexiva por que 3 elementos de A no están relacionados consigo  mismo: Es decir:
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Toda partición determina una equivalencia
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