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UNIDAD  1
MATRICES Y DETERMINANTES

1.1. MATRICES

1.1.1. Introducción

1.1.2. Matrices

1.1.3. Operaciones con matrices

1.1.4. Propiedades de las operaciones con matrices

1.1.5. Operaciones elementales en los renglones. FER y FERR de una matriz

1.1.6. La inversa de una matriz

……………………………………………………………………………………………….

Arthur Cayley
    1821 – 1895

Arthur Cayley fue el segundo hijo de un comerciante ingles. Como Gauss, Cayley mostró genio matemático desde muy joven. Después de graduarse en Cambridge, inicio una prolífica carrera como escritor, habiendo publicado 25 artículos en tres años. El trabajo que inicio con estos artículos rigió su interés matemático durante casi 50 años.

Cayley no logró encontrar trabajo como matemático, por lo que a la edad de 25 años decidió estudiar leyes. Durante 14 años, Cayley tuvo una carrera legal exitosa pero modesta, auque dedicaba bastante tiempo a la matemática, Publicó casi 200 artículos.

En 1863, Cayley fue nombrado profesor de matemática en Cambridge, puesto que conservó hasta su muerte en 1895. Durante su permanencia en Cambridge, Cayley trató de persuadir a la Junta Administrativa para que permitiese el ingreso de mujeres como alumnas

Sus escritos y creaciones matemáticas implican muchas ramas de la matemática, incluyendo la geometría analítica. Sin embargo, se le recuerda más por su trabajo en álgebra lineal. Introdujo la teoría de matrices en un artículo titulado  A Memoir on the Theory of Matrices (1858) y creó la teoría de las invariantes.

1.1.  MATRICES

1.1.1. INTRODUCCION

Supongamos que un distribuidor vende automóviles (A), camionetas (V) y camiones (C) en dos poblaciones M y N. Los vehículos recibidos en enero, febrero y marzo están representados mediante las siguientes TABLAS:

                                                              vehículos

	
	A
	V
	C

	M
	38
	9
	22

	N
	50
	20
	24


                                                             ENERO

                                                              vehículos

	
	A
	V
	C

	M
	33
	7
	21

	N
	45
	10
	20


                                                             FEBRERO

                                                              vehículos

	
	A
	V
	C

	M
	40
	10
	30

	N
	50
	10
	25


                                                              MARZO

Según estas tablas es posible saber que:

En enero habían 50 automóviles en la ciudad N y en marzo habían 10 camionetas en la ciudad M.

El número total de vehículos en los tres meses puede representarse por:

                                                             vehículos

	
	A
	V
	C

	M
	111
	26
	73

	N
	145
	40
	69


                                                          TRES MESES

Observe el siguiente proceso que transforma Tabla a arreglo rectangular, luego a matriz

	
	A
	V
	C

	M
	38
	9
	22

	N
	50
	20
	24


                                                              Tabla ENERO

                                                                  (
	38
	9
	22

	50
	20
	24


                                   ARREGLO RECTANGULAR de números

                                                                  (
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                                   Matriz de datos en 2 filas y 3 columnas

1.1.2. MATRICES

Definición 1. Una matriz es un arreglo rectangular de números. Los números del arreglo se llaman elementos de la matriz, estos pueden provenir de  R ó C.

Definición 2. Se llama matriz de números reales de tamaño mxn a un conjunto ordenado de mn números reales dispuestos en m filas (o renglones) y n columnas.
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Donde  
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 es el elemento situado en la fila  i   (1 ( i ( m) y en la columna j  (1 ( j ( n) de la matriz. 

Notación. Rmxn denota el conjunto de matrices de tamaño mxn con elementos de R.

A, B, C, … I, O, denotan matrices, mientras que 
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 denotan elementos de las matrices.

MATRICES ESPECIALES

1) Matrices rectangulares. Pertenecen a  Rmxn , con m ( n, son de la forma
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     Matriz CERO. Está en Rmxn y se representa por     O = 
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2) Matrices cuadradas. Si m = n, se tiene Rnxn que es el conjunto de matrices cuadradas de nxn (o de orden n), de la forma:
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Donde los elementos  
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 se hallan sobre la diagonal principal de la matriz cuadrada.

3) Matrices triangulares. Son matrices cuadradas:

a) Triangular superior. En la que todos los elementos debajo de la diagonal principal son ceros

b) Triangular inferior. En la que todos los elementos encima de la diagonal principal son ceros

4) Matrices diagonales. Son matrices triangulares superior e inferior a la vez.

Matriz Identidad. Es una matriz diagonal que tiene 1 en toda la diagonal principal y 0 en las demás posiciones. Son matrices identidad de orden 1, 2 y 3:

                            
[image: image13.wmf][

]

1

1

=

I

 ,  
[image: image14.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

1

0

0

1

2

I

 ,  
[image: image15.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

1

0

0

0

1

0

0

0

1

3

I


Similarmente se escriben  
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1.1.3. OPERACIONES CON MATRICES

Se va ha describir la estructura algebraica matricial    ( = , Rmxn , + , R , •) 

IGUALDAD. Dos matrices son iguales si y sólo si tienen el mismo tamaño y sus elementos correspondientes son iguales

En símbolos

                                  A = B  (  A,B(Rmxn  (  
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Ejemplos                                      

ADICION.

Def. Si A y B son matrices del mismo tamaño, entonces la suma A + B es la matriz que se obtiene al sumar los elementos correspondientes de ambas matrices.

Sean  A,B(Rmxn , luego  (A+B)(Rmxn  cuyos elementos son  
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MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Def. Si A es una matriz y c es un escalar (número real), entonces la multiplicación por un escalar  cA es la matriz que se obtiene al multiplicar por c cada elemento de A.

Sean  A(Rmxn , c(R, luego  cA(Rmxn  cuyos elementos son  
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SUSTRACCION.  Def. Si A y B son matrices del mismo tamaño, entonces la sustracción  A – B se define por  A – B = A + (-B) 

MULTIPLICACION DE MATRICES

Def. Si A es una matriz de mxr y B es una matriz de rxn, entonces la multiplicación AB es una matriz de mxn cuyos elementos se determinan como sigue: 

Para encontrar el elemento que se ubique en el renglón “ i “ y en la columna “ j “ de AB debe distinguirse el renglón i de A y la columna j de B, a continuación, se multiplican los elementos correspondientes del renglón y columna y luego se suman tales productos.

Sean  A(Rmxr , B(Rrxn , luego  AB(Rmxn  ; donde A = 
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luego AB = 
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 cuyos elementos son: 
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Ejemplos                                      

1.1.4. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON MATRICES

TEO.1. Propiedades de la adición y multiplicación por escalar. Sean A,B,C(Rmxn , c,d(R

L1:  A + B = B + A

L2:  A + (B + C) = (A + B) + C

L3:  (cd)A = c(dA)

L4:  1 A = A

L5:  c(A + B) = cA + cB

L6:  (c+d)A = cA + dA

TEO.2. Propiedades de la matriz CERO. Sean A(Rmxn , c(R

L7:  A + 0 = A

L8:  A + (-A) = 0

L9:  Si  cA = 0, entonces  c = 0  ó  A = 0

TEO.3.  Propiedades de la multiplicación. Si A,B,C son matrices cuyos tamaños permiten efectuar las operaciones indicadas, entonces

L10:  A(BC) = (AB)C

L11:  A(B+C) = AB + AC

L12:  (A+B)C = AC + BC

L13:  c(AB) = (cA)B = A(cB)

TEO.4. Propiedades de la matriz Identidad

L14:  AI = A

L15:  IA = A

TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ. 

Si A es una matriz de mxn, su transpuesta At  es la matriz de nxm, cuyas columnas son los renglones de A

Ejemplos

TEO.5.  Propiedades de las transpuestas

L16:  (At )t = A

L17:  (A+B)t  = At +Bt 

L18:  (cA)t = c At    

L19:  (AB)t = Bt At 

Ejemplos

1.1.5. OPERACIONES ELEMENTALES EN LOS RENGLONES DE UNA MATRIZ. FER y FERR DE UNA MATRIZ

Cada una de las siguientes operaciones, cuando se aplican a los renglones de una matriz, produce una matriz equivalente

1) Intercambio de dos renglones

2) Multiplicación de un renglón por una constante no nula

3) Suma de un múltiplo de un renglón a otro renglón

Nota. FER = Forma Escalonada en los Renglones

          FERR = Forma Escalonada en los Renglones Reducida

Se dice que una matriz tiene la FERR si satisface las siguientes propiedades:

P1: Si un renglón no consta completamente de ceros, entonces el primer elemento diferente de cero en el renglón es 1 (a este 1 se denomina 1 principal)

P2: Si existen renglones que consten completamente de ceros, entonces se agrupan en la parte inferior de la matriz

P3: Si dos renglones sucesivos no constan completamente de ceros, entonces el 1 principal del renglón inferior está más hacia la derecha del 1 principal del renglón superior

P4: Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demás posiciones

Nota. Una matriz con las propiedades P1, P2 ó P3 se dice que está en su FER.

Propiedades. La FERR de una matriz es única. La FER no es única.

Ejemplos

1.1.6. LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Def. Una matriz  A  de nxn es invertible (o no singular) si existe una matriz  B  de nxn tal que AB = I = BA. La matriz B se llama inversa (multiplicativa) de A.

TEO.6. Unicidad de la inversa. Si A es una matriz invertible, entonces su inversa es única. La inversa de A se denota  A-1 

Notación.  AA-1 = I ,   A-1 A = I

INVERSA DE UNA MATRIZ  A  mediante el  MEGJ 

El  MEGJ = Método de Eliminación de Gauss-Jordan, consiste en:

1. Escribir la matriz aumentada (A:In( de nx2n

2. Efectuar OER sobre esta matriz y transformar A a su FERR (que debe coincidir con In )

3. Si esto ocurre, simultáneamente In  se transforma en A-1 . Se dice que A es equivalente por renglones a In  ( A ( In ) y por consiguiente A es invertible

4. La inversa de A se halla en (A : In ( oer (In : A-1(
Nota. Si no se puede llevar a cabo lo anterior, entonces A no es invertible.

Ejemplos

TEO.7. Propiedades de la inversa. Si A es una matriz invertible, k(Z+ , c(R, entonces se cumple lo siguiente:

L20:  (A-1 )-1 = A

L21:  (Ak )-1 = A-k = A-1 A-1 ….A-1     (K factores)

L22:  (cA)-1 = (1/c) At  ,  c ( 0   

L23:  (At )-1  = (A-1 )t
TEO.8. Inversa de un producto. 

L24:    Si A y B son matrices invertibles de orden n, entonces  AB es invertible y 

            (AB)-1  =  B-1 A-1 

TEO.9. Propiedades de cancelación. Si C es invertible, entonces se cumple

L25:  Si  AC = BC , entonces  A = B

L26:  Si  CA = CB , entonces  A = B


Ejemplos

1.2.   DETERMINANTES

1.2. DETERMINANTES

1.2.1. La función determinante 

1.2.2. Determinante de orden 2 y  de orden 3

1.2.3. Determinante de orden n. Desarrollo por Cofactores
1.2.4. Propiedades de los determinantes

1.2.5. La inversa de una matriz dada por su adjunta

……………………………………………………………………………………………….

Augustin  Louis  Cauchy

1789  -  1857

Augustin Louis Cauchy fue el primogénito de los seis hijos de un abogado parlamentario francés. Nació en Paris seis semanas después de la toma de la bastilla. Para escapar de la guillotina, el padre de Cauchy decidió trasladarse a su tierra natal, fronteriza con la de uno de los matemáticos franceses más importantes: Pierre Simon Laplace. Laplace fue el primero en reconocer el don del joven Cauchy para la matemática y lo alentó para cultivar su talento.

En 1880 la familia Cauchy volvió a Paris, donde Cauchy inició sus estudios formales. Ganó varios premios, y su habilidad matemática comenzó a llamar la atención. En 1810 Cauchy se graduó como ingeniero civil, más tarde fue nombrado como profesor de astronomía matemática en la Sorbona. Aproximadamente a los 27 años de edad fue reconocido como uno de los grandes matemáticos de su época.

Cauchy fue un escritor prolífico, ya que publicó casi 800 artículos. Sus contribuciones al estudio de la matemática fueron revolucionarias. Fue el primero en definir rigurosamente los conceptos de límites y continuidad, así como el de convergencia de una serie infinita. Además de fundar la teoría de números complejos, contribuyó a la teoría de determinantes y de ecuaciones diferenciales. Es importante observar que el trabajo de Cauchy sobre determinantes precedió el de Cayley sobre matrices.

1.2.1. LA FUNCION DETERMINANTE

La función determinante  det : Rnxn (R asigna a cada matriz A de orden n un número real det(A). Esto sugiere enunciar los mecanismos para calcular el det(A), estudiar sus propiedades y estructurar sus aplicaciones.

Notación.  det(A) = (A( = D(A)

1.2.2. DETERMINANTES DE ORDEN  2 Y 3

Def. Sea A una matriz de 2x2 dada por   A = 
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O bien,  (A( = 
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Def. Sea A una matriz de 3x3 dada por    A = 
[image: image27.wmf]
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, se define

det(A) = 
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1.2.3. DETERMINANTE DE ORDEN  n . DESARROLLO POR COFACTORES.

Def. Si A es una matriz de nxn, entonces el menor del elemento  
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 , que se denota 
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 , se define como el determinante de la submatriz que se forma al suprimir el renglón i y la columna j de A. El cofactor del elemento 
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 , que se denota  
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Def. Desarrollo por cofactores a lo largo de un renglón (o columna). Para la matriz de nxn

A = 
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El det(A) se calcula multiplicando los elementos de cualquier renglón (o columna) por sus cofactores y sumando los productos resultantes, es decir

                           det(A) = 
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                Desarrollo por cofactores a lo largo del renglón i

Nota. Para calcular más rápidamente el det(A) se elige el renglón (o columna) que tenga más ceros.

Ejemplos

1.2.4. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

P1:  Si A es una matriz cuadrada y se cumple cualquiera de las condiciones siguientes, entonces det(A) = 0

a) Todo un renglón (o toda una columna) consiste de ceros

b) Dos renglones (o columnas) son iguales

c) Un renglón (o columna) es un múltiplo de otro renglón (o columna)

P2:  Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamaño, entonces   

                               det(AB) = det(A)det(B)

P3:  Si A es una matriz de orden n y k(R, entonces det(kA) = kn det(A)

P4:  Una matriz cuadrada A es invertible si y sólo si  det(A) ( 0

P5:  Si  A  es invertible, entonces      det(A-1) = 1/det(A)

P6:  Si A es una matriz cuadrada, entonces      det(At ) = det(A)

P7:  Si A es una matriz triangular de orden n, entonces el det(A) es el producto de todos los elementos de su diagonal principal.

OER y DETERMINANTES. Sean A y B matrices cuadradas de orden n 

1. Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos renglones de A, entonces (B( = -(A(
2. Si B se obtiene de A al multiplicar un renglón de A por una constante  c  diferente de cero, entonces  (B( = c(A(
3. Si B se obtiene de A al sumar un múltiplo de un renglón a otro renglón de A, entonces (B( = (A(

Ejemplos

1.2.5. LA INVERSA DE UNA MATRIZ DADA POR SU ADJUNTA

LA ADJUNTA DE UNA MATRIZ CUADRADA

Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces la matriz de cofactores de A es

      Cof(A) = 
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La transpuesta de esta matriz se denomina Adjunta de A, es decir,  Adj(A) = (Cof(A)(t
PROPIEDAD. La inversa de una matriz dada por su adjunta. Si A es una matriz invertible de nxn, entonces   
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Nunca consideres el estudio como una obligación, sino como una oportunidad para penetrar en el bello y maravilloso mundo del saber


                                                        Albert Einstein





Cada día sabemos más y entendemos menos


            Albert Einstein





Los grandes hombres hablan sobre ideas, los hombres promedio hablan sobre cosas,


                              y los hombres pequeños hablan sobre…..otros hombres


                                                        





El binomio de Newton es tan hermoso como la Venus de Milo; lo que pasa es que muy poca gente se da cuenta


                                               Fernando Pessoa
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