CAPITULO VII INGENIERIA DE SISTEMAS |

MODELACION EN VARIABLES DE ESTADO

8.1. DEFINICIONES

Estado: El estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de variables de modo
gue el conocimiento de estas variables en t=t0, junto con el conocimiento de la entrada para
t>=t0, determina por completo el comportamiento del sistema para cualquier tiempo t>=t0.

Variables de estado: Las variables de estado de un sistema dinamico son las que forman el
conjunto mas pequefio de variables que determinan el estado del sistema dinamico.
Si se necesitan al menos n variables x1, x2... xn para describir por completo el
comportamiento de un sistema dindmico (por lo cual una vez que se proporciona la entrada
para t>=t0 y se especifica el estado inicial t=t0 el estado futuro del sistema se determina por
completo), tales n variables son un conjunto de variables de estado.

Vector de estado: Si se necesitan n variables de estado para describir por completo el
comportamiento de un sistema determinado, estas n variables de estado se consideran los n
componentes de un vector X. Tal vector se denomina vector de estado. Por tanto un vector
de estado es aquel que determina de manera Unica el estado del sistema x(t) para cualquier
tiempo t>=t0, una vez que se obtiene el estado en t=t0 y se especifica la entrada u(t) para
t>=t0.

Espacio de estados: El espacio de n dimensiones cuyos ejes de coordenadas estan
formados por el eje x1, eje X2..., eje xn se denominan espacio de estados. Cualquier estado

puede representarse mediante un punto en el espacio de estados.

8.2. FORMULACION DE LA ECUACION DE ESTADO DE UN SISTEMA

En el analisis en el espacio de estados, nos concentramos en tres tipos de variables en el

modelado de sistemas dinamicos:
Variables de entrada
Variables de salida

Variables de estado
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Suponemos que un sistema de entradas y salidas mudltiples contiene n integradores.
También suponemos que existen r entradas y m salidas. Definimos n salidas de los
integradores como variables de estado. El sistema se describe mediante:
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laz ecuaciones se conwierten en

2(t) =iz, u.t)
vt =g u.t)

en donde la primera es la ecuacion de estado y la segunda la ecuacién de salida.

Si las funciones vectoriales f y g involucran explicitamente el tiempo t, el sistema se
denomina sistema variante con el tiempo.
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Si se lineal izan las ecuaciones alrededor del estado de operacién, tenemos las siguientes

ecuaciones de estado y de salida lineal izadas.

20 = AMD - =D +BO - uld
y(t) = Cit) - =it) + Dit) - uit)
A(t) matriz de estado
B(t) matriz de entrada
C(t) matriz de salida
D(t) matriz de transmision directa
Si las funciones vectoriales f y g no involucran el tiempo t explicitamente, el sistema se

denomina sistema invariante con el tiempo. En este caso las ecuaciones son:

) = A =) +B ulb)
y(f) = C-z(t) + D -ul)

En la figura se representa el diagrama de bloques del sistema de control lineal en tiempo
continuo representado en el espacio de estados.
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8.3. REPRESENTACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES EN EL ESPACIO DE
ESTADO

En la representacién de ecuaciones diferenciales en el espacio de estado destacamos dos
casos: contiene y no contiene derivadas de la funcién excitacién.
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8.3.1. ECUACIONES DIFERENCIALES EN LAS CUALES NO CONTIENE DERIVADA DE
EXCITACION

Representacion en el espacio de estados de sistemas de nésima orden representados
mediante ecuaciones diferenciales lineales en las cuales no contiene derivadas de la funcién
de excitacion.

7™ eyt b ta, y+ ap¥ =u

Definimos:
0=¥%
Xg =¥
¥, = y‘“‘”

A continuacion, la ecuaciéon se escribe como

My = H1

Hy =Xz

HEn-l = X,

}in =—8,¥H, —---— ¥, +u
o bien
== fAx + Bu
en donde
0 0 0 0
H
0 0 1 0 0
E, .
= b= : : : : : E=]:
0 0 0 1 0
Xn
— 8y T By T Ayz et T Ay 1

La zalida ze obtene mediante

1
y:[l O e 0]. *2
Xn
o bien
v =Cx
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Vemos que el valor de D es cero
8.3.2. ECUACIONES DIFERENCIALES EN LAS CUALES CONTIENE DERNADA DE
EXCITACION

Representacion en el espacio de estados de sistemas de nésima orden representadas
mediante ecuaciones diferenciales lineales en las cuales contiene derivadas de la funcion de

excitacion.

. in] in-1] .
P a4+ ta, vra y=byu+b, u +ee+b utb u

No se puede usar el método directo que utilizamos cuando no contenia derivadas de la
funcién de excitacion. Esto se debe a que n ecuaciones diferenciales de primer orden en
donde x1=y, pueden no conducir a una solucién Unica.

Una forma de obtener una ecuacion de estado y una ecuacién de salida es definir las
siguientes n variables como un conjunto de n variables de estado:

% =¥~ R
Xzzft;’_ﬁuﬁ_ B'lu:}.il_ﬁ'lu

Hy =¥— Py u—Byu—Pyu=x22— G

X, = En-l— B

Ti—

11.1

Con esta eleccién de variables de estado estd garantizada la existencia de una Unica

solucién de la ecuacién de estado.
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£1 =x, +pu

%2 = g +u

En-1 =%, + B0

ﬁn=—anxl—an_lxz.—---—alxn+[3nu
21 [0 1 0 U__Xl_ _[31_
%3 ] 1 X,y By
S Ao |+ u
§.§n—1 I:I I:I I:I 1 Xn—l |3n—1
}-gn |~ &y T8y T Eua —#3 L E, ] L Bn i
]
bis
Y:[l 0 U] .2 + Byu
Xn
o bien
% = Ax +Bu
¥y=Cx+Im

En este caso D =30 = b0
8.4. FUNCION DE TRANSFERENCIA ASOCIADA AL ESTADO DE UN SISTEMA

En esta seccion tratamos la relacion entre la funcién de transferencia y las ecuaciones en el
espacio de estado

8.4.1. CORRELACION ENTRE FUNCIONES DE TRANSFERENCIA Y ECUACIONES EN
EL ESPACIO DE ESTADOS

A continuacion mostramos como obtener la funcién de transferencia de un sistema de una
sola entrada y una sola salida a partir de las ecuaciones en el espacio de estado.

Consideramos el sistema cuya funcién de transferencia se obtiene mediante

V(s) _

T
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Este sistema se representa en el espacio de estado mediante la ecuaciones siguientes:

=4 x+B u
y=0C.x+D.u

en donde x es el vector de estado, u es la entrada y y es la salida.

La transformacion de Laplace de las ecuaciones anteriores se obtienen mediante:

t, =0
s30(s) — =(0) = A3{s) + BU(s)
Tis) = CHis) + DU{s)

Dado que la funcién de transferencia de definié antes como el cociente entre la transformada
de Laplace de la salida y la transformada de Laplace de la entrada, cuando las condiciones
iniciales son 0, suponemos que x(0) es cero. Por tanto tenemos:

t, =10
s3(2) = A=) + BU(=)
T(s) = CH(s) +DT(s)

s¥(s) - A3(s) = BU(s)

{(s] - A33(s) = BU(s)

Arreglando la ecuacidn obtenemos

His) = (sI- &1 BU(s)

Sustituvo la ecuacidn anterior en la de salida
T(s) =[CGI- 47 B+D] U
Cotmparando

T(s) =[CEI- 47 B+D] UG v g(si = G(s)

2

obtenemos
Gis) = C(sI- 4 B+D

Esta es la expresion de la funcién de transferencia en términos A,B,C y D.
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8.5. SOLUCION DE LA ECUACION DE ESTADO

En el estudio de la solucién de las ecuaciones de estado encontramos dos casos:
homogéneo y no homogéneo, para cada uno de ellos se estudiara sus caracteristicas
aplicando el enfoque de la transformada de Laplace.

8.5.1. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO PARA EL CASO HOMOGENEO

Para el caso homogéneo estudiamos de forma tedrica sus caracteristicas principales
aplicando un enfoque de la transformada de Laplace para la solucion de las ecuaciones de
estado.

DESCRIPCION:
Partimos de la ecuacion diferencial matricial
Donde x = vector de dimension n

A = matriz de coeficientes constantes de n*n
x = hx

Suponemos que la solucion esta en la forma de una serie de potencias de vectores en t
2(t)=bhy +bt+bot? 4o+ by tF 4+

Sustituyendo esta solucién supuesta en la ecuacién inicial, obtenemos:
by +2byt+3b,t b lb t5 e = Ay +hit bt Fee kbt 40

Si la solucién supuesta sera la verdadera, debe ser valida para toda t. Por tanto, igualando
los coeficientes de las potencias iguales de t en ambos miembros de la ecuacion,

obtenemos:
b, = Ab,
1 2
b,=—Ab, =—A°b
] 2 1 2 1]
1
by, Eﬁﬂ*bn
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Sustituyendo t =0 en la ecuacién, obtenemos:
20 =b,
Asi, la solucién x(t) se escribe como:
1 2.2 1 k. Lk
2t = (I+ At +§A £ 4 +Hﬁ t* 4z ()

La expresion en el paréntesis es una matriz de n*n. Debido a su similitud con la serie infinita

de potencias para una exponencial escalar, escribimos:
z(t) = e*tx(0)

8.5.1.1. ENFOQUE DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA SOLUCION DE
LAS ECUACIONES DE ESTADO

Partiendo de la ecuacion diferencial escalar homogénea se extiende a la ecuacion de estado

homogénea:
z(t) = Ax(t)
Tomando la Transformada de Laplace de ambos miembros, obtenemos

s (2)— =0 = A3 (s
en dende Xiz) = L[X]
Por tan to

(sl - A3 () ==(0)
Premultiplicando ambos miembros de esta Ultima ecuacién por

(sI— A7
obtenemos

(g = (sI— &) =(0)

La transformada inversa de Laplace de X(s) produce la solucién x(t)
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z(t) = LY (eI - )7 ke (0)
obsetvamos que
2
(sT-4)7" = £+£2+‘3‘—3
2 s s

4.

Por tanto la Transformada inversa de Laplace produce:

A%E A%
+ 3| ...:Em

La solucién de la ecuacién sze obtiene como

2(t) = etz (0)

L (s - )] =T+ At +

8.5.1.2. MATRIZ DE TRANSICION DE ESTADO

Escribimos la solucion de la ecuacion de estado homogénea
como

(1) = D) - 2(0)

en donde <t} e5 una matriz n xn v es solucidn Unica de

O(t) = AD(t) D) =1
para verificar esto

2(0) = S0) - 2(0) = 2(0)
¥
2(t) = D) =(0) = AD(D) . x(0) = Ax(t)

A partir de estas ecuaciones obtenemos

) =e® = L7(6T- 4)7

Por tanto, podemos decir que ‘b(t) se denomina matriz de transicion de estados. Siendo esta

matriz la que contiene toda la informacién acerca del movimiento libre del sistema.
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Si los valores caracteristicos *1.AZ....An de la matriz A son distintos, entonces

At _agt

izt
e’ e L.

¢'(t) contendra las n exponenciales

En particular, si la matriz A es diagonal

Tit) =™ =

ALAL AL A RS, hn

Si hay una multiplicidad en los valores caracteristicos como entonces

- - . it At izt z .
‘b(t) contendra ademas de las exponenciales &"".e"".e"¥ - términos como

1t

ety t? — gt

8.5.2. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE ESTADO PARA EL CASO NO
HOMOGENEO

En este apartado estudiamos el caso no homogéneo para la solucién de la ecuacion de

estado, aplicando también el enfoque de la transformada de Laplace.
DESCRIPCION:

Consideramos la ecuacion de estado no homogéneo descrita mediante
x = Ax +Bu

X: vector de dimensién n

u : vector de dimension r

A : matriz de coeficientes constantes de n*n

B : matriz de coeficientes constantes de n*r

Si escribimos la ecuacion como

2(t) = Ax(t) +Bu(t)

y premultiplicamos ambos miembros de esta ecuacion por £~ obtenemos
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E-M[s; (t) - ﬁx(t}:| - %[& Hx(t)|= e MBut)

Al integrar la ecuacion entre ty 0
t
x(t) = e*x(0) + [ e IBu() dr
0

La ecuacion también se escribe como

z(t) = (L) -X(U}+I®(t — ) Bu(m)- dt
a
D)= ™

La solucion x(t) es claramente la suma de un término formado por la transicion de estados

inicial y un término que surge del vector de entradas.

8.5.2.1. ENFOQUE DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE PARA LA SOLUCION DE
ECUACIONES DE ESTADO

La solucion de la ecuacién de estado no homogénea:

%= Ax +Bu

También puede obtenerse mediante el enfoque de la transformada de Laplace. La

transformada de Laplace de esta Ultima ecuacion produce:
s¥(s)— 2(0) = AX (5 +BU(s)
o bien

(sI— A)X(s) = 2 (0) + B (5)

Premultiplicando ambos miembros de esta ltima ecuacion por (sI— &) L , obtenemos

H(s) = (] — &) = (0 4 (sI - A)TBU(s)
X(s) =Lle* k() +L[e* BUG)
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La transformada inversa de Laplace se obtiene mediante la integral de convolucion, del
modo siguiente:

t
x(t) = e*x(0) + [ **Bu(m)  dr
i}
Si el tiempo inicial no fuera cero sino t0, la solucién seria:
L
w(t) = e MM (b + I e YBy(T) - dt
ty

Ejemplo

Sea el sistema mecanico de la figura. Se supone que el sistema es lineal. La fuerza externa
u(t) es la entrada al sistema y el desplazamiento y(t) de la masa es la salida. Calcular la

descripcién del sisttma en espacio de estados y su funcion de transferencia.

Suponiendo que en ausencia de fuerza externa medimos el desplazamiento y(t) desde la
posicion de equilibrio, obtenemos la ecuacion:

mythytiky =u

Las variables de estado x;(t) y x,(t) se definen como:

()= J.’(f)
z(t) = y(¢)

Entonces tenemos que las ecuaciones de estado y de salida son:

X = X % = %,
*2 ZL(—fey—b}-)+lM x2:_£x1_£xz Ly
m m " - "
¥ =3
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Podemos escribir las ecuaciones anteriores de
e )

y=[1 U]FI]
matricial: 2

De aqui podemos sacar los valores de las matrices A, B, Cy D:

c=Q o] D=0

0 1
A= ks b

e "
En la siguiente figura, representamos el diagrama de bloques de este sistema:

0

1] =W

1
m

b
m

k
m

Vemos que las salidas de los integradores son las variables de estado.

A continuacién, hallamos la funcion de transferencia del sistema. Sabemos que:

. sol [0 170
G(s)=Clsi- Ay B+D=]1 0)“0 S]_I_V _57]} [y]w:
g -1 7" 0
oy ][4

Como

-1 b
1 s+— 1

5 -1
AT B e o I
m 24 251 B -F
o R [

Tenemos que la funcién de transferencia es:

forma
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b

1 s+ —

1 0 1
G = O]—5——| m “1 ]=7
b F Pihs+k
2+_ + —k ' 41 il
3 mS ” 41
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