2.2 Transformada de Laplace y Transformada £
2.2.1 Definiciones

2.2.1.1 Transformada de Laplace

flt)

Dada una funcion de los reales en los reales,

Flit) B —R

Fit)

Existe una funcién £ denominada Transformada de Laplace que toma como argumento y
F(s)

produce una funcién de los complejos en los complejos.

F(s):C—TC

F(s)

., -1 .
La funcion £7 " denominada Transformada Inversa de Laplace toma como argumento y

f(t)

produce , tal como se visualiza en la figura 2.1

. C .
Flt) 3 ~ F(s)
-f:_l
[ C —-C

Figura 2.1: Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace se define como

F(s) = C{f(t)}= f F(t)e=*tdt on
0

La integral que define la transformada de Laplace puede no converger para algunos valores de la
variable compleja 5. Se define la Region de Convergencia para la transformada. Este hecho es
irrelevante para nuestras aplicaciones de soluciones de E.D. lineales.

Existe una definicién alternativa, conocida como la Transformada bilateral de Laplace, cuyos limites
— oo
de integracion son ( y o0):



Fy(s) = £, (f(t)} = f flt)e=*tdt (2.15)

Debido a que nuestro interés se centra en el comportamiento de las sefiales a partir del instante de
tiempo T = ':', trabajaremos con la version unilateral de la transformada.

2.2.1.2 Transformada =

flt)

Dada una funcién de los enteros en los reales,

flt)
Existe una funcién £ denominada Transformada 2 que toma como argumento y produce una
F(s)

funcion de los complejos en los complejos.
F(s):C—=TC
F(z) k)
=z

., —1 . !
La funcion £ = denominada Transformada Inversa Z toma como argumento y produce , tal como se
visualiza en la figura 2.2

FlE)3 = F(z)
E—]
Z—R C—-C

Figura 2.2; Transformada 2

La Transformada 2 se define como

Fz)= Z{f(k)} =) f(k)=™" (2.16)
k=0

La sumatoria que define la transformada Z puede no converger para algunos valores de la variable
compleja Z. Se define la Region de Convergencia para la transformada. Este hecho es irrelevante
para nuestras aplicaciones de soluciones de E.D. lineales.

Existe una definicion alternativa, conocida como la Transformada bilateral Z , cuyos limites de
— 0
integraciéon son ( y ©D):



F(z)= Z{f(k)}= > Fflk)a™" (2.17)
h=—oo

Debido a que nuestro interés se centra en el comportamiento de las sefiales a partir del instante de
tiempo k= D, trabajaremos con la version unilateral de la transformada.

La tabla 2.3 muestra una comparaciéon entre las definiciones de las Transformadas de Laplace y 2

Tabla: Comparacion de las definiciones de las Transformadas de Laplace y Z

Transformada de Laplace Transformada 2
. C . . =z .
flt) = ~ Fis) | flk)= ~ F(z)
£—1 3—1
E—R C—-—CEZ—R C—-C
La Transformada de Laplace se La Transformada 2 se define
define como como
F(s) ':.C{f(t}}t F(z)=Z{f(k)}
— == N a—d Wl o
F(s)= [y~ flt)em=dt F(z) =Y e, flk)z="
Transformada bilateral de Laplace: | Transformada bilateral 2. :
Fi(s) =L {f (1‘}}? Fo(z) = Z [ F(E)}
Fy(s) = [ flt)e==tdt Fyo(z) =3 po__ flE)=""

2.2.2 Propiedades

Las transformadas de Laplace y Z satisfacen ciertas propiedades que son muy similares para una y

otra transformada; algunas de estas transformadas se listan en la tabla 2.4, y sus demostraciones se
presentan en el apéndice . De estas propiedades destacamos los siguientes hechos:

1. La propiedad de linealidad permite que la aplicacion de estas transformadas a la solucién de
E.D. sea bastante simple. Por el contrario, estas transformadas no suelen ser ttiles para
solucionar E.D. No Lineales.

2. Las propiedades de Diferenciacion y Diferencias Positivas son las que permiten convertir
Ecuaciones Diferenciales y Ecuaciones de Diferencia, respectivamente, en Ecuaciones
Algebraicas.

3. Hay una diferencia sutil pero importante entre las propiedades de Diferenciaciéon y

£(0)
Diferencias Positivas: las condicion inicial estd multiplicada por Zen el caso discreto,
mientras que en el caso continuo no estd multiplicada por 5.



Este hecho origina algunas diferencias en la forma de las parejas de funciones y sus
transformadas (ver seccién 2.2.3) y en la forma en que se emplea la Expansién en Fracciones
Parciales para calcular las Transformadas Inversas(ver seccion 2.2.5).

4. La propiedad de multiplicacion por el tiempo tiene una expresion directa en el caso continuo
. . ., 2! . . . ., . .
(multiplicacién por t™) mientras que en el caso discreto tiene una expresion iterativa

(multiplicacion por k™). Este hecho se ve reflejado en la tabla 2.6
5. La propiedad de Convoluciéon pone de manifiesto que la transformada del producto de dos

funciones NO es el producto de las transformadas individuales.

Tabla: Propiedades de las Transformadas de Laplace &

Transformada de Laplace

f[t::'a fl[t::'a f? [t::'
Sean tres funciones
cuyas Transformadas de Laplace son,
F(s), Fu(s), F(s)
respectivamente , Y

& un escalar (real o complejo). Se cumplen
las siguientes propiedades:

Linealidad:
C{filt) + fa(t)} = Fi(s) + Fz(s)

Claf(t)} =aF(s)

Diferenciacion:
df (t)
£q—>=
!

c{52)

sF(s)— f(0%)

1 =5 F(s)
_ Z:':nl Su—i—lfl:z'_‘] IIEI"':]

Desplazamiento en la Frecuencia:

C{e*f(t)} = F(s—a)

Multiplicacién por t:
& F(s)

-f: .tu f — _1‘:1—
(EF B} = (-1

Teorema de valor Inicial:

lim f(t)= lm sF(s)

+—p+ A— 00

Teorema de valor final:
Im f(t) = lim sF(s)
t—D0 ‘ g—0 !

Py

Transformada 2

.]FE’I":": fl ['L:": f?['{":'
Sean tres funciones

cuyas Transformadas Z son,

F(z),Fi(z), Fz(z)
respectivamente y @
un escalar (real o complejo). Se cumplen las
siguientes propiedades:

Linealidad:
Z{filk)+ falk)} = Fi(z) + F2(z)

Z{af(k)} =aF(z)

Diferencia positiva:

Z{flk+1)}=zF(z)—=f(0)

Z{flk+n)} =2"F(=z)
- Y = T )

Escalamiento en la Frecuencia:

Z {akﬂt]} = F(z/a)

Multiplicacién por K :

Z{E"f(E)} = —:%z {kf“—lﬁf[k}}

Teorema de valor Inicial:

f(0)= lim F(z)

Teorema de valor final:

Ic].1[11:1 flk) = ]JIE:LL(L —1)F(z)

-



Convolucién: Convolucion:

C{fa(t) * f2(t)} = Fi(s)Fz(s) Z{falk) * f2(k)} = Fi(z)Fz(z)
filt)+ fa(t) =j; filt =)fa(T)dT  f (k) fa(k) =3 fulk)f2lh — E)
k=D

2.2.3 Parejas de Transformadas

La tabla 2.5 muestra las parejas de transformadas para las funciones elementales més importantes en
el andlisis de sistemas dinamicos. El contenido de la tabla se demuestra en el Apéndice I De estas
parejas destacamos los siguientes hechos:

1. en cada uno de los casos de las tablas 2.5 y 2.6, las transformadas (de Laplace o 2 ) son
fraccciones de polinomios en la variable compleja (§ o ).

2. Al comparar estos polinomios en funciones analogas (por ejemplo e™ y t'lk) notamos que el
orden del denominador es el mismo; en el numerador, sin embargo, sucede que el orden de
los polinomios de la transformada 2 siempre es superior en 1al de su contraparte en la
transformada de Laplace.

3. Si centramos nuestra atencion en la tabla 2.5, podemos notar que la ubicacion de los polos de
las funciones transformadas en el plano complejo determina el tipo de funcién en el dominio
del tiempo, en la forma que muestran la tabla 2.7 y las figuras 2.3 y 2.4

4. Las funciones resefiadas en la tabla 2.6 también estan asociadas a una ubicacion especifica
de los polos en el plano complejo, pero cuando éstos se repiten.

Tabla 2.5: Tabla de parejas de transformadas elementales

Transformada de Laplace Transformada 2
fl(t) F(s) flk) F(z)
N 1 A _z
wit) z (k) P
at 1 k =

€ f—a a —a

sinwt - smak zsina
L z2 —2z coma+4l

coswt — cosak 2%z oosa
a5 z?—2z cosa+l

EF'!S:iIlqu‘ B_GI?]LIE_HL.E bk Sjllﬂ.k %

e coswt s—a) bk cosak | _2"—zhecsa _

PR z2 —2bz coma+t-b®



Tabla 2.6: Tabla de parejas de transformadas elementales multiplicadas por el tiempo

Transformada de Laplace Transformada 2
flt) F(s) k) F(z)
tu(t) L ku(k) 1"
t"u(t) B(n"in E™u(k) iterar
tet EB—;H‘JE kak E_E;ﬂ\]z
't“e'ﬂ (3—;_;5:""'1:' k”ak Iterar
tsin wt F_,i_"l_h_:,_,T_, ksin ak [__:_31?11_ .:L;j:fﬁlz

tcoswt PR kcosak 3

'fE'H? smwi 2o {‘7—"-’11“ _ ,I.,bk sinak Pbsina—zbsina
((e—o)7 +u7)= [22—2bz cos at-b)°

=

te?t coswt (a—o)® —u” kb cos ak [b2*4b%2] cosa—2b72"
((e—sigma)®+uw?)® [z2—2bz comatb2]"

Tabla 2.7: Ubicacion de los polos en los planos complejos y funciones en el tiempo

Caso Continuo Caso Discreto
Ubicaciéon |Funcién Ubicacién de | Funcién
de los los polos
polos
Origen escalon § escalon
g (1,0)
Semieje exponenciales |Intervalo series
real crecientes k eométricas
» (1,00) geon
positivo del crecientes
eje real no
alternantes

Intervalo series



Semieje
real
negativo

Eje
imaginario
Complejos
en el

semiplano
derecho

Complejos
en el
semiplano
1zquierdo

exponenciales
decrecientes

sinusoidales

funciones
sinusoidales
amplificadas
por una
exponencial
creciente

sinusoidales
amplificadas
por una

exponencial
decreciente

(—oo,—1)
del eje real

Intervalo
(0,1)

del eje
real

Intervalo
(—1,0)

del
eje real

circunferencia
unitaria

Complejos
fuera del
circulo
unitario

Complejos
dentro del
circulo
unitario

geométricas
crecientes
alternantes

series
geométricas
decrecientes
no
alternantes

series
geométricas
decrecientes
alternantes

sinusoidales.

sinusoidales
amplificadas
por una
serie
geométrica
creciente

sinusoidales
amplificadas
por una
serie
geométrica
decreciente
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Figura 2.3: Funciones continuas segun la ubicacion de sus polos en el plano s

Figura 2.4: Funciones discretas segin la

ubicacidn de sus polos en el plano s

2.2.4 Utilizacion de la tabla de parejas de transformadas



Para emplear la Tabla de parejas de transformadas para obtener la transformada inversa de una

funcion, primero hay que expresar ésta ultima como alguno de los casos que aparecen en la tabla.

Suele ser util recordar que las transformaciones de Laplace y Z son funciones lineales.

F(s) = _:3

Ejemplo 2.3 Para obtener la transformada inversa de Laplace de , primero

F(s)
reescribimos la como:

. 4 1
F(s) = =4
5—3 5—3
1 1
. g—3 B—q ) at )

La expresion es de la forma , cuya transformada inversa de Laplace es € . Aplicando

linealidad tenemos:

flty=CcH{F(s)t =71 {4 ! 3} =4c71 { ! 3} = 4™

FI{S’] = ?_!%-_I;_?

Ejemplo 2.4 Para obtener la transformada inversa de Laplace de , brimero
F(s)
destacamos que el denominador de es de segundo orden, y por tanto es similar al que aparece
en las transformadas de Laplace de las sinusoides amortiguadas. Con esto presente, buscamos
" W3 2
F(s) (s —o)" +w”
reescribir con el denominador en la forma . Para ello, nétese que
(s—eo)¥ +w?=5"—20s+0°+uw?
=1 o=-1/2 o*twi=1
Igualando los coeficientes podemos identificar (y por tanto )y
wi=13/4 F(s)
(y por tanto ). En consecuencia, podemos reescribir como
542 542
Fls) = — 1=7 17 =
sl (o1 d) s
1 3 1 3
\ s+35+3 s+ 3 = %
P = v s " iy e VL, (L)
[s-l-g]l +3 [S-I-E}l -|-|:?j‘ {s-l-g} -|-|:?}'
e cos(wt) e sin(wt)
Los dos sumandos corresponden a transformadas de la forma + , por lo

tanto:

. N 1 ll§ . i 1 . -'§
flty=Cc7H{F(si} = e =t cus[%t} + y/3e” =t sm[xT

t)



Este resultado puede reescribirse utilizando la identidad trigonométrica:

Acos¢ + Bsing = Ccos(o 4+ 6)

3
Il
-
_|_
uy
%]
L )
Il
|
o+
=
L
|t

flt)

con y . Por lo tanto, resulta ser:

flt)y=e" | cos \":Tt ++3sin \"'Tt

=
P11 4 3cos %t — tan~

L
2

flt)=e"

1

2.2.5 Transformadas Inversas por Expansion de Fracciones Parciales

Una de las estrategias que puede emplearse para obtener la Transformada Inversa de Laplace (o Z)
de una funcién racional de polinomios en 5 (e Z):

_amsT 4+ 4 ars+ag

F(s) =
[S} s+ -+ s+ G

F(s) F(z)
consiste en reescribir ( )como suma de funciones mas sencillas, cuyas transformadas
inversas sean posibles de obtener mediante la lectura de las tablas de parejas. Este procedimiento se
conoce como la Expansion en Fracciones Parciales.

El procedimiento general puede enumerarse como sigue:

m =T
1. Si entonces se realiza la divisién hasta obtener una fraccion en la que el grado del
polinomio del denominador sea mayor a la del numerador; en lus siguientes puntos se trabaja
solo con la fraccion.

Ejemplo 2.5

252 2
23 —|-s-|-.,:25_1+ 3

Fls) = 541 s4+1



Dy

2. Identificar las raices del polinomio del denominador ( ), y cuantas veces se repite cada una

i
de ellas ( , o multiplicidad de la raiz).
. N(s) N(s)
F(s) = [ s = - [ : .
D(s) (s—p1)(s—p2)™= (s —pp)™
Dis)
Evidentemente la suma de las multiplicidades sera T, el grando del polinomio
3. Escribir la fraccién como suma de de fracciones parciales:
F(s) = N(s)  Amn o Airy Azq 4. Apr,
" Dis) (s—p1) (s —p1)™  (5—p2) (5 — pp )

_f'l;'j
4. Obtener los coeficientes

Este sencillo procedimiento tiene dos puntos de dificultad, el primero de los cuales es como encontrar
D(s) Ay

las raices de , v el segundo cémo obtener los coeficientes

Para la obtencién de las raices suponemos que disponemos de algin tipo de procedimiento (analitico

.f'lj_]:
o computacional) para ello. Para la obtencion de los coeficientes , por su parte, pueden seguirse
los siguientes procedimientos, segin sea el caso:
. b o L iy .
1. Polos de Multiplicidad 1 Si el polo  tiene multiplicidad 1, el coeficiente de la expansion

podra calcularse como:

Apn = '[IIS_P!':]F[S:]HB:E

Ejemplo 2.6
Flo) =5 m .BES:(J;-lk 4 i;li iii
Ay = {(s+ E}ﬁ} T {%} . % - g

13

2



-3s4+1  7/2 N -13/2
[s-l—?}[s-l-:l:]_s—l-i s4+4

F(s) =

2. Polos de Multiplicidad mayor que 1

pi i Ay .
Si el polo  tiene multiplicidad , el coeficiente de la expansion podra calcularse
como:

1 dn
(r; — 7)) ds™—7

Ay = ((s—p*F(s)}H|

=p;

Ty = 1
Esta expresion también es valida para , sl se considera que 0l = 1, y que la
derivada de orden cero es la misma funcion.

Ejemplo 2.7

ilS? -1 . _1'1.11 _J"l]? _1'113
(s4+272  (s42) " (s4+2)7  (s+2)2

F(s) =

1 d° 2ds? —1 . .
‘113—m?{[5+°” (sms} | =A==
1 df 4s= —1
111':- = (1“ E {(S+ -’_:.]3 (S +2]3} = 85'3——? = E(—E] = —16
| 1 d 34s% 1 1 o
Ap = (2]' ds2 {[S_I' 2) ( + 2]3} s n 8'3:—? =4
Fls) = 45 —-1 4 —16 16

A 4D G427 T AR

El procedimiento anterior también es valido cuando las raices del denominador son complejas:

Ejemplo 2.8

10 Aqq 4 Ax Az

F(s) = - = - ;
(s) s(s24+4s5413) s—-0 s—(-2473) s—(-2-73)




10 10
(0)244(0) +13 13

B { 10 }
a=0 B (S? + ds + 13] a=0

B 10
a=—2+73 a s(s —(—=2-73))

by — { (10
S S's[s?—l-als—l-lS:]

Loy — (Lo gy
Az {(s ( +;3}}S

10
(s7 4 14s + 13)

a=—2473
10 10 10
Ay == : — = — = — —0,38 4 j0,26
AT a8 (20— (—2-73)  (—2+73)(76)  —18—;12 +J
10 10
Az = — (—2—373)) - = -
. {(S ( ’ ”5[5?4'1*154‘13}} a=—2—33 {5(5_ [—E—I—ij}} s=—2—33

10 10 10
Asy == : = - — 0,38 — 70,26
T (C2—j3)(—2—j3— (—2—33)) (—2—33)(—78) —18+ 712 J
10 10/13 038+ 70,26  —0,38 — 70,26

F(s) = - = ‘ ‘
(s) s(s? + 454 13) s s—(-2+473) s—(-2-7j3)

Las fracciones complejas pueden sumarse (notese que los numeradores y denominadores de una
fraccion son los conjugados de la otra):

10 _ 1|:|I.J"13 0,77s 4 3,08
s(s?4+4s+13) s s24 45413

F(s) =

2.2.5.1 Otra estrategia

.r'l- :

Ay
Existe otra posibilidad para obtener los coeficientes . Consiste en efectuar la suma de las
fracciones parciales e igualar coeficientes.

También pueden combinarse las dos estrategias. Ademas, puede emplearse el hecho segtn el cual la
suma de las fracciones debidas a polos complejos conjugados seran de la forma

As+ B
24+ Os4+ D
Ejemplo 2.9
—-3s+1  Ap Az
[s-I-E:](s-I-i:]_s—I-E s4+4

F(s) =

Al sumar las fracciones parciales se tiene:

—3s+1 _ Ays+44 1 + Azs 4+ 245 _ (Azn + Azi)s + (44 + 245,)
(s+2)(s+4) (s+2)(s+4) (s +2)(s +4)

F(s) =

Al igualar coeficientes se genera un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:



A+ An = -3
4_1'111 + E_f'lgl = 1

_1'1.11 = T-"E _:']_?1 = _139'2

. —3s+1 7/2 —13/2
F(s)= - - = — '
() (s +2)(s+4) s—|-2+ s4+4
Ejemplo 2.10
. 10 _1'1.11 As + B
F(s)= - =
T s[5 445+ 13) 5 52 445413
. 10 10 10
_1'111 = |:S:| = - = p - = = - =
s(s?+4s4+13) ||, (s*+4s4+13) )|, (0)*4+4(0)413
Fs) = 10 _ S t4gs+33+ 4574+ Bs
T s(s® 445+ 13) s(s?+4s 4 13)

10
1A= 0 . . N
{41% +B= 0O A=-10/13 A=-40/13

10 . 1[];"13 0,775 4+ 3,08
s(s?4+4s413) s s24 45413

Fis) =

10

13



